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Das Werk, welches hiermit dem mathematischen Publicum 
übergebeu wird, hat die Absicht, auf möglichst anschauliche Weise 
und ohne allzu grosse Anforderungen bezüglich der Vorkenntnisse 
des Leserkreises in die Riemann'schen Theorien und ihre Anwen- 
dungen auf Geometrie, Physik und Kartographie einzufuhren und 
besonders zum Ausbau der Theorie der isogonalen Verwandtschaften 
beizutragen. 

Da es sich um eine Einführung handelt, ist häufig auf die 
elegante Knappheit des Ausdrucks, durch welche sich die mathe- 
matische Darstellung sonst auszuzeichnen pflegt, die aber das Selbst- 
studium bisweilen recht erheblich erschwert, verzichtet worden. Die 
Zahl derer, die sich durch jene vornehme Kürze vom Studium der 
neueren Theorien abschrecken lassen, ist weit grösser, als man zu 
glauben pflegt, und wenn die Arbeit des Verfassers nur einiger- 
massen zur Verminderung derselben beiträgt, so wird er gern den 
Vorwurf der Breite üb^r sich ergehen lassen. 

Zahlreiche Figurentafeln, zum Theil vollständig Neues dar- 
stellend, erleichtern das Verständuiss. Wenn der Lithograph nicht 
an allen Steiler^ den Zug der Curven hinreichend genau wieder- 
gegeben hat, so entschuldigt sich dies durch die Schwierigkeit 
solcher Zeichnungen. Ihren Zweck werden sie trotzdem erfüllen, 
und der Verfasser kann der Verlagsbuchhandlung nur seinen Dank 
für das Entgegenkommen bezüglich der kostspieligen Ausstattung 
aussprechen. 

Ein grösserer Theil der Figuren hat bereits eine praktische 
Verwerthung gefunden, indem sie Herrn Dr. A. Guebhard zu 
Paris zur Grundlage für gewisse Versuche dienten, bei denen es 
sich um Fixirung der Linien gleichen Potentials für constante elek- 
trische Strömung in ebenen Platten handelte. Sie sind daher im 
Eledricimi, in den Bulletins de la So'ciete de Fhysique^ im Journal 
de Physique und in den Comptes Mendus der Academie des Sciences 
(besonders im Berichte über die Sitzung vom 13. Februar 1882) 
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IV Vorwort. 

vielfach zur Sprache gekommen, auch wurden sie zugleich mit den 
iron Herrn Guebhard überlassenen Platten durch Herrn Helm- 
holtz am 2. März d. J. der Akademie der Wissenschaften zu Berlin 
und am folgenden Tage der Physikalischen Gesellschaft daselbst 
vorgelegt. Die betreffenden Versuche sind noch nicht abgeschlossen 
und werden zu weiteren theoretischen Erörterungen Anlass geben, 
mit denen Herr Professor E. Mach im Sitzungsberichte der Wiener 
Akademie vom 9. Juni 1882 bereits begonnen hat. 

Dies Alles geschah während des Druckes, so dass eine grössere 
Zahl von Litteraturvermerken, die dem Verfasser erst jetzt zugänglich 
wurden, nachträglich eingeschaltet werden musste, wodurch sich 
einige Unregelmässigkeiten erklären werden. 

Zur Erleichterung des Studiums wurde der Stoff eingehend 
gegliedert. Einzelne Capitel tragen den Charakter von Monogra- 
phien, die eventuell ausserhalb des Zusammenhangs studirt werden 
können und bei Vorlesungen als Uebungsbeispiele dienen mögen. 

Besonderen Werth hat der Verfasser auf vollständige Coordi- 
naten-Formulirung gelegt, wodurch es ermöglicht wurde, die Lösun- 
gen für gewisse geometrische und physikalische Probleme gewisser- 
massen abzulesen. Die ursprüngliche Absicht, den physikalischen 
Theorien besondere Capitel zu widmen, wurde aufgegeben, um den 
Umfang nicht allzu sehr anschwellen zu lassen. Zahlreiche Litte- 
raturnachweise am Schlüsse der einzelnen Capitel werden jedoch 
dem Leser den Uebergang zu den wissenschaftlichen Nachbargebieten 
erleichtern. 

Möge das Werk namentlich jüngere Mathematiker, die nicht 
Gelegenheit hatten, Vorlesungen über den betreffenden Gegenstand 
zu hören, zu eingehenderem Studium und womöglich zur Mitarbeit 
auf einem der interessantesten und früchtbarsten Gebiete der moder- 
neu Mathematik anregen. 

Hagen, den 2. August 1882. 

Dr. 0. Holzmnller. 
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Einleitung. 



Den ersten Anstoss zur Behandlung der isogonalen Yerwandt- 
scliaften, deren Begriflf unten erläutert wird, hat die Kartographie 
gegeben. Da nämlich die Eugelfläche nicht zu den abwickelbaren 
Flächen gehört, ist man genöthigt, zur Darstellung der Erdober- 
fläche auf der Ebene gewisse Projectionsmethoden anzuwenden ^ von 
denen keine im Stande ist; das Bild eines Landes vollkommen 
ähnlich wiederzugeben. Es entstehen vielmehr gesetzmässige Ver- 
zerrungen; von denen man sich auf jeder Erdkarte überzeugen kann. 

Besonders wichtig sind diejenigen Abbildungen, bei welchen 
die den Meridianen und Parallelkreisen entsprechenden Curven sich; 
wie auf der Kugel; rechtwinklig schneiden, und wo ausserdem an 
jeder Stelle der Karte das Verhältniss zwischen Längen- und Breiten- 
maass dasselbe ist, wie beim Original. Diese Karten haben über- 
haupt die Eigenthümlichkeit; dass beliebige Curven auf ihnen sich 
unter demselben Winkel schneiden; wie die entsprechenden auf der 
Kugelfläche. Zwischen Bild und Original besteht also eine geome- 
trische Beziehung, die man mit Siebeck^) zweckmässig als isogo- 
nale Verwandtschaft bezeichnet. 

Da femer kleine Curvenstücke als geradlinig betrachtet werden 
können; so entspricht im Allgemeinen jedem verschwindend kleinen 
Dreieck auf .der Kugelfläche ein gleichwinkliges, also ähnliches; auf 
dem Bilde. Die Abbildung ist also^dem Originale in den kleinsten 
Theilen ähnlich , oder, wie C. F. Gauss**) sich ausdrückt; es han- 
delt sich um eine conforme Abbildung. 

Von diesem Abbildungen sind zwei in den allgemeinen Gebrauch 
übergegangen, die stereographische Projection des Ptolemäus^ die 
eigentlich wohl dem Hipparch zugeschrieben werden muss ; und die 
sogenannte Mercator- Frojection. 

*) SiebBck: Ueber graphische Darstellung imaginärer Functionen. 
Grelles Jonmal, Bd. 55. 

**) 0. F. Gauss: Untersuchungen über Gegenstände der höheren Geodäsie. 
Abhandl. der Egl. Gesellschaft der Wissenschafken zu Göttingen, Bd. II. 

Holzmttller, isogonale Verwandtschaften. 1 



2 Einleitung. 

Ptolemäus projicirt die Eugelfläche von einem ihrer Punkte 
aus geradlinig auf die Tangentialebene des gegenüberliegenden 
Punktes, z. ß. vom Nordpole aus auf die Tangentialebene des Süd- 
pols. Bei letzterer Darstellung bleibt für die nächste Umgebung 
des Südpols der Maassstab ungeändert, die Umgebung des Aequators 
wird, wie man sich leicht überzeugt, in doppeltem Massstabe wieder- 
gegeben, während für die Umgebung des Nordpols, deren Bild in den 
nnendlich fernen Bereich der Ebene filUt, eine unendlichfache Ver- 
grösserung stattfindet. Wegen der damit verbundenen Bildverzer- 
rungen begnügt sich die Praxis in der Regel mit der Darstellung 
einer Halbkugel, eine Einschränkung, auf welche die mathematische 
Theorie nicht eingehen kann. Es lässt sich elementar beweisen, 
dass hier jedem Kreise auf der Eugel ein Kreis in der Ebene ent- 
spricht und dass die Abbildung zu den conformen gehört, und zwar 
geht das Netz« der Meridiane und Parallelkreise in ein Strahlen- 
büschel und die orthogonale concentrische Kreisschaar über. 

Wählt man statt des Nordpols einen Punkt des Aequators zum 
Centrum der Projection, wie es z. B. bei der Darstellung der öst- 
lichen und westlichen Halbkugel geschieht, so geht das Gradnetz 
über in das Kreisbüschel durch zwei Punkte, die dem Nord- und 
Südpole entsprechen, und in die orthogonale Kreisschaar. Aehnliches 
geschieht bei ganz beliebiger Wahl des Projectionscentruras auf der 
Kugelfläche, wodurch Karten entstehen, von denen die Halbkugeln 
der grössten Land- oder Wassermasse Beispiele geben. 

Complicirter ist die Darstellung des Mercator. Nach ihm denke 
man sich um die Kugel einen Berührungscylinder von unendlicher 
Länge gelegt, der im Aequator berührt. Die Kugeloberfläche denke 
man sich mittels einer den Logarithmus erfordernden Rechnung 
durch das Gradnetz in kleine ,, Quadrate^ eingetheilt, die nach den 
Polen hin verschwindend klein werden. An die Meridiane lege man 
im Aequator Tangeuten, die in die Cylinderfiäche fallen und theile 
dann auch letztere durch Schnitte, deren Ebene der Aequatorebene 
parallel ist, in congruente „Quadrate^' ein. Längs einer der Ge- 
raden wird nun der Cylinder aufgeschnitten «nd in die Ebene ab- 
gewickelt. Die Gestaltungen der Länder sind jetzt ipit beliebiger 
Genauigkeit in das Netz einzutragen. 

Dass diese Abbildung zu den conformen gehört, ergiebt sich 
sofort aus dem gegenseitigen Entsprechen der kleineu Quadrate. 
Die Kugelfläche wird hier auf einem unendlich langen Parallel- 
streifen dargestellt, wobei für den Aequator der Maassstab unver- 
ändert bleibt, während die Umgebungen beider Pole in die unendlich 
fernen Bereiche des Streifens fallen und unendlich-fach vergrössert 



Einleitang. 3 

werden. So erscheint z. B. auf der Mercatorkarte Grönland weit 
grosser als Africa. Die Praxis lässt selbstverständlich die Polar- 
Regionen weg. . 

Der Vorzug der Mercatorkarte beruht darin ^ dass die Curven, 
welche die Meridiane der Kugel isogonal durchsetzen, die soge- 
nannten Loxodromen, die dem Wege eines Schiffes entsprechen, 
welches unveränderten Curs beibehält, als gerade Linien dargestellt 
werden. Diese Schiflffahrtslinien würden auf der Ptolemäischen Karte 
weit complicirter erscheinen. Die Mercatorkarte eignet sich also 
besonders zur Seekarte. 

Vergleicht man sämmtliche besprochenen Abbildungen, so er- 
kennt maU; dass sie unter sich in isogonaler Verwandtschaft stehen. 
Zwischen den an erster und letzter Stelle besprochenen Karten be- 
steht also z. B. die Beziehung, dass die unbegrenzte Ebene conform 
auf einem unendlich langen Parallelstreifen dargestellt ist. 

Dies sind die ersten ohne Kenutniss der allgemeinen Theorie 
gefundenen Beispiele ebener isogonaler Verwandtschaften. 

J. H. Lambert ist der erste, der das Problem der conformen 
Darstellung der Kugeloberfläche in verallgemeinerter Gestalt zu for- 
muliren suchte. Lagrange, dem er seine Resultate mittheilte, er- 
kannte den Zusammenhang mit der Theorie der Functionen des 
complexen Arguments x -\- yi^ wo i = -f- ^ — 1 ist. Das Wesent- 
liche hierüber findet sich bei Lambert: „Beiträge zum Gebrauche 
der Mathematik und deren Anwendung^, 1772, Bd. III, S. 105 
— 199. Auf Seite 156 wird die Bemerkung Lagranges mitgetheilt. 

Lagrange veröffentlichte die verallgemeinerte Theorie selbst- 
ständig in zwei Aufsätzen: ;,Sur la construction des cartes g^ogra- 
phiques^; Mem. de TAcad^mie Royale des Sciences et Belles-Lettres 
de Berlin. 1779. 

Im Jahre 1822 stellte die Kgl. Societät der Wissenschaften zu 
Kopenhagen als Preisfrage die allgemeine Lösu>ng der Aufgabe , die 
Theile einer gegebenen Fläche auf einer anderen gegebenen Fläche so 
abzubilden, dass die Abbildung dem Abgebildeten in den kleinsten 
Theilen ähnlich werde. Das Problem wurde von C. F. Gauss ge- 
löst und seine Arbeit in Schumachers Astronomischen Abhand- 
lungen, 1825, Heft «3, veröffentlicht. Unaufgeklärt ist es geblieben, 
warum Gauss der Lagrange'schen Arbeit, „der nur wenig hin- 
zuzusetzen gewesen wäre*^, keine Erwähnung thut*). 

Die wirkliche Integra,tion der Differentialgleichung dieses Pro- 
blems wird von Gauss nur für Umdrehungsflächen, die auf die Ebene 



*) Vergl. Jacobi, Vorlesangen über Dynamik. Berlin 1866, S. 216. 
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abgebildet werden, durchgeführt. Die conforme Abbildung des drei- 
axigen EUipsoides auf die Ebene verdanken wir C. 6. J. Jacobi*). 
Die erste Andeutung über die Lösung des Problems gab derselbe 
im Jahre 1839 in den Monatsberichten der Berliner Academiey S. 64, 
und im 19. Bd. des Crelle'schen Journals, S. 311. Eine vollstän- 
dige Behandlung derselben Aufgabe lieferte auch E. Schertng in 
der 1858 zu Göttingen gekrönten Preisschrift: Ueber die conforme 
Abbildung des EUipsoids auf der Ebene. 

Es ist hier nicht der Ort, specieller auf die einschlagende 
Litteratur einzugehen. Es sei nur angedeutet, dass die Zahl der 
Beispiele der conformen Abbildung von Flächen auf Ebenen oder 
Kugeln besonders durch H.A.Schwarz vermehrt worden ist. Man 
vergleiche dessen ;, Conforme Abbildung der Oberfläche eines Tetrae- 
ders auf die Oberfläche einer KugeF, Crelle's Journal Bd. 70, und 
H. Amstein's ;, Conforme Abbildung der Oberfläche eines regulären 
Octaeders auf die Oberfläche einer Kugel % Inauguraldissertation, 
Zürich 1872, deren Einleitung ein vollständiges Verzeichniss der 
hierhergehörigen Arbeiten giebt. 

Wir dürfen von einem- weiteren Eingehen auf dieses Gebiet 
um so mehr absehen, als es sich in Folgendem wesentlich nur um 
die ebenen isogonalen Verwandtschaften handelt, bei welchen der 
von Lagrange entdeckte Zusammenhang mit der Theorie der 
Functionen complexen Arguments am reinsten hervortritt. Das 
Fundamentalwerk für dieses Gebiet ist die berühmte Inaugural- 
Dissertation von B. Rienianu: „Grundlagen für eine allgemeine 
Theorie der Functionen einer veränderlichen complexen Grösse^, 
Göttingen 1859, welche zum Ausgangspunkte eines wichtigen Theiles 
der modernen mathematischen Litteratur geworden ist. Im 21. 
Artikel derselben beweist Riemann mit Hülfe des Dirichlet'schen 
Princips, an dessen Stelle übrigens aus Gründen der Strenge neuere 
Methoden gesetzt werden müssen, folgenden Satz: „Zwei gegebene 
einfach zusammenhängende ebene Flächen können stets so aufein- 
ander bezogen werden, dass jedem Punkte der einen ein mit ihm 
stetig fortrückender Punkt der anderen entspricht und ihre entspre- 
chenden kleinsten Theile ähnlich sind; und zwar kann zu einem 
inneren Punkte und zu einem Begrenzungspunkte der entsprechende 
beliebig gegeben werden; dadurch aber ist für alle Punkte die Be- 



*) Crelle's Journal, Bd. 59.. Ueber die Abbildung eines ungleichsei- 
tigen Ellipsoids etc. Aus hinterlassenen Papieren Jacobis mitgetheilt von 
L. Cohn. Femer: Jacobi, Vorlesungen über Dynamik. Vorl. 28 (Berlin 1866), 
und Jacobi, gesammelte Werke. Bd. lU. Berlin 1871. 
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Ziehung bestimmt.^ Die Aufgabe, eine gegebene ebene Fläche auf 
einer anderen conform darzustellen, kommt danach hinaus auf die 
Bestimmung einer Function complexen Arguments aus gewissen Be- 
dingungen. Da aber eine solche Function, ebenso wie ihr reeller 
und ihr rein imaginärer Theil, der Differentialgleichung 

genügt, so handelt es sich um die Integration dieser Differential- 
gleichung unter gewissen vorgeschriebenen Bedingungen. 

Auf der Integration dieser Differentialgleichung beruht aber 
auch die Lösung gewisser Probleme der Wärmetheorie (speciell der 
Lehre von den isothermischen Curvensystemen), der Electrodynamih 
(besonders die Untersuchung der constanten electrischen Strömung 
in ebenen Platten), und endlich der Hydrodynamik (Untersuchung 
der Bewegung eingeschlossener Flüssigkeiten und freier Ausströ- 
mungsstrahlen unter gewissen vereinfachenden Annahmen). Nimmt 
man dazu die schon besprochenen Probleme der Kartographie und 
die in neuester Zeit angebahnte Kinematik conform veränderlicher 
Systeme^ so erkennt man, wie die Theorie der isogonalen Verwandt- 
schaften in engem Zusammenhange mit den tiefsten Fragen der 
Mathematik und der mathematischen Physik steht. 

Zwei Wege giebt es nun, in die Theorie der conformen Ab- 
bildung einzudringen, den analytischen und den synthetischen. 

Der analytische Weg folgt der von Riemann angedeuteten Me- 
thode, zu welcher wir in neuerer Zeit durch Schwarz*) und andere 
voUstäitdig durchgeführte Beispiele erhalten haben. Eine abge- 
schlossene Theorie lässt sich aber in dieser Richtung noch nicht 
geben. Ausserdem verlangt sie besondere Vorkenntnisse, namentlich 
hinsichtlich der anzuwendenden Coordinatensysteme. 

Zur Eenntniss der letzteren gelangt man für zahlreiche Fälle 
auf synthetischem Wege. Dass der letztere sozusagen unentbehrlich 
ist, dafür sei C. G. J. Jacob i citirt, der in der 26. der Vorlesungen 
über Dynamik sich folgendermassen äussert: 

;,Die Hauptschwierigkeit bei der Integration gegebener Diffe- 
rentialgleichungen scheint in der Einführung der richtigen Variabelen 
zu bestehen, zu deren Auffindung es keine allgemeine Regel giebt. 
Man muss daher das umgekehrte Verfahren einschlagen und nach 
erlangter Kenntniss einer merkwürdigen Substitution die Probleme 
aufsuchen, bei denen dieselbe mit Glück zu gebrauchen ist.^' 



*) Vgl. besonders H. A. Schwarz, Ueber einige Abbildungsaufgaben. 
Crelle's Journal, Bd. 70. * 
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An dem Beispiele der elliptischen Coordinaten zeigt er dann 
die Fruchtbarkeit dieses Verfahrens und löst unter Anderem die oben 
erwähnte Abbildung des dreiaxigen EUipsoids auf die Ebene. 

Dieser synthetische Weg soll nun in Folgendem in der Art 
eingeschlagen werden^ dass die einfachsten und gebräuchlichsten 
Functionen complexen Arguments zur Untersuchung kommen. Bei 
jeder derselben wird gezeigt, wie sie zur Ausdehnung der geome- 
trischen Kenntnisse verwerthet werden kann und besonders zu neuen 
üoordinatensystemen Anlass giebt. Speciell wird noch auf die mathe- 
matisch-physicalische Problemgruppe hingewiesen ^ welche durch die 
Eenntniss der neuen Coordinaten lösbar wird. 

Da die neuere Functionentheorie die angedeutete Darstellungs- 
weise nicht entbehren kann^ besonders aber die Theorie der Rie- 
mann'schen Flächen mit ihren Windungspunkten dem Anfänger 
an bestimmten Beispielen verdeutlicht werden muss^ wird sich das 
Folgende überhaupt zur Einführung in die modernen Anschauungs- 
weisen eignen, eventuell in Verbindung mit den Elementen der 
Theorie der , Functionen einer complexen veränderlichen Grösse von 
H. Durege (2. Auflage, Leipzig 1873). 

Unsere Betrachtungen werden sich auf die ganzen und gebro- 
chenen rationalen ^Functionen und ihre Umkehrungen ^ auf die ein- 
fachsten transcendenten und die fundamentalen elliptischen Func- 
tionen beschränken. 

Das Maass der verlangten Vorkenntnisse ist dasjenige, welches 
bei Studirenden der ersten Semester vorausgesetzt werden kann. 
Zur Erleichterung des Verständnisses wird nach der Einfühl'ung in 
die geometrische Darstellungsweise der complexen Zahlen zunächst 
das Beispiel der Kreisverwandtschaft speciell besprochen und erst 
dann Allgemeineres über die isogonalen Verwandtschaften abgeleitet« 



§ 1. Die geometrische Darstellang der complexen Zahlen. 



Erstes Capitel. 

Geometrische Deutung der complexen Grössen und der 
elementaren Rechnungsoperationen mit denselben. 

§ 1. Die geometrische Darstellung der complexen Zahlen. 

Die Darstellung sämmtlicher reeller Zahlen ^ also der positiven 
und negativen^ der ganzen und gebrocheneu, der rationalen und 
irrationalen, auf einer geraden Linie ^ auf welcher ein beliebiger 
Punkt zum Nullpunkt; ein anderer willkürlich zum Punkte 1 ge- 
macht ist; wird als bekannt vorausgesetzt. Erst durch Einführung 
der irrationalen Zahlen ist dabei dem Begriffe der Stetigkeit in dem 
Sinne Rechnung getragen , dass jedem Punkte der Geraden eine 
bestimmte reelle Zahl und umgekehrt jeder reellen Zahl ein Punkt 
der Linie entspricht. Wandert also ein Punkt auf der Geraden von 
— oo über Null nach + oo, so entspricht dieser Wanderung das 
stetige Anwachsen einer veränderlichen reellen Grösse von — oo 
über bis + oo. 

Ferner wird als -bekannt vorausgesetzt ^ dass die Ausdehnung 
des Badicirens auf negative Zahlen mit derselben Nothwendigkeit 
auf die rein imaginären Zahlen führt; wie die Subtraction positiver 
Zahlen; bei denen der Subtrahend den Minuenden übertrifft; zur 
Einführung der negativen Zahlen zwingt, wie ferner die Division 
mittels ganzer Zahlen auf den Begriff der gebrochenen; das Radi- 
ciren positiver Zahlen auf die Definition der Irrationalzahlen führt. 
Die rein imaginären Zahlen sind, wie bekannt^ von der Form 
q-]/ — 1; oder, um die durch C. F. Gauss eingebürgerte Schreib- 
weise beizubehalten, nach welcher + ^ — 1 = i gesetzt wird; von 
der Form qi. Die Addition reeller und rein imaginärer Zahlen 
endlich führt auf den Begriff der complexen Grössen, die von der 
Form i> + gi sind. 

Ueber das Rechnen mit complexen Zahlen vergleiche man die 
Lehrbücher der Analysis, welche die Möglichkeit der Ausdehnung 
aller mathematischen Operationen auf das neue Gebiet nachzuweisen 
haben. Ueber die historische Entwickelung der Theorie der com- 
plexen Zahlen und über die eigenthümlichen Schwierigkeiten, die 
sich ihrer Einführung entgegensetzten, vergleiche man Hankel: 
Vorlesungen über die complexen Zahlen und ihre Functionen (Leipzig 
1867); S. 71—72 und 81—83; ferner die Einleitung von Durege: 
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Elemente der Theorie der Functionen etc. ; Elügel: Mathematisches 
Wörterbuch, Artikel Algebra^ etc. . 

Uns beschäftigt hier lediglich die geometrische Darstellung der 
complexen Zahlen , die gewohnlich als die Gauss'sche bezeichnet 
wird. Nach Hankel ist Argand als der wahre Begründer dieser 
Darstellung zu betrachten ^ der im Jahre 1806 zu Paris einen ,;Essai 
sur une maniere de representer les quantit^s imaginaires^ dans les 
constructions g^omötriques^^ herausgab. Die Gauss 'sehe Darstellung 
datirt erst vom Jahre 1831. Im 2. Bande der Gauss'schen Werke 
S. 169 — 178 findet man die Anzeige der Theoria residuorum biqua- 
draticorum. Auf 8. 171 wird dort zum ersten Male die Bezeichnung 
^yComplexe Zahlen" gebraucht, während auf S. .174 die geometrische 
Darstellungsweise zur Sprache kommt. Muss demnach Gauss auf 
die Priorität verzichten, so gebührt ihm doch das Verdienst, die 
complexen Zahlen und ihre geometrische Darstellung im wahren 
Sinne des Wortes eingebürgert zu haben. Die Gauss'sche Abhand- 
lung selbst (Gommeutatio U) erschien 1832. 

Diese geometrische Darstellung beansprucht die unbegrenzte 
Ebene*), denn die oben besprochene Gerade ist durch die Gesammt- 
heit der reellen Zahlen vollständig erfüllt, so dass die zweite Dimen- 
sion zu Hülfe genommen werden muss, und zwar stellt man die 
rein imaginären Zahlen auf einer Geraden dar, die im Nullpunkte 
senkrecht auf der Geraden der reellen Zahlen steht. Sämmtliche 
complexe Zahlen erfüllen dann stetig die ganze Ebene, und zwar 
so, dass jeder Zahl x + yi ein Punkt mit den Coordinaten x und 
y entspricht, wodurch zugleich über die Vorzeichen disponirt ist. 
Durch Fig. 1 erläutert sich alles Wesentliche in einfacher Weise. 
Dort ist z. B. durch den Punkt A die Zahl 2 -{- i dargestellt. 

Diese Darstellungsweise steht im Einklang mit der Symmetrie 
des complexen Zahlensystems und mit der Möglichkeit, jede com- 
plexe Zahl a; + yi auf die Pomx r (cos 9 -|- i sin 9) zu reduciren, 
die den Polarcoordinaten entspricht Wird nämlich festgesetzt, dass 
complexe Zahlen nur dann gleich sind, wenn ihre reellen und ihre 
imaginären Theile übereinstimmen , so folgt x = r cos tp und 
y «= r sin 9, also durch Quadriren und Addition 

af2 ^ y2 a- 1^ (^Qg2 ^ ^ gjj^2 ^^ ^^ ^^ 

Es ist also r = yx^ + y\ während durch Division entsteht - = tan 9, 



*) Versuche, complexe ZahlensTsteme anftosteUen, welche drei Dimen- 
sionen beanspruchen, sind gemacht worden, ohne dass jedoch irgend ein Fort- 
schritt dadurch erzielt w&re. VgL Gauss, €rdtt. Anseigen 1831, Stück 14. 
Schlussbemerkung. 
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also w = arctan ^ = aresin — =^= = arccos , ^ - • Hier haben 

alle Wurzeln das positive Vorzeichen ^ 30 dass unter r stets eine 
positive Länge verstanden wird. 

Die Grösse r = j/x^ + y^ bezeichnete zuerst Arg and in der 
citirten Abhandlung als „ModuV^ der complexen Zahl x -{- yL In 
neuerer Zeit ist dafür der Name „absoluter Betrag ^^ der complexen 
Zahl gebrauchlicher geworden. Der Ausdruck „reducirte Form^^ für 
r (cos q> +i sin 9) rührt von Cauchy her (Cours d'analyse, 1828). 
Gauss gebraucht für r* = a;^ -f- y^ die Bezeichnung ,yNorm". Die 
Bogengrosse 9 wurde früher als Argument, in neuerer Zeit zweck- 
mässiger als yy^bweichung^^ bezeichnet. Die Grosse (cos 9 -{- i sin 9) 
heisst entsprechend der Richtungscoeffident. 

Statt nun zu sagen, die complexe Grösse x -{- yi werde durch 
den Punkt A (Fig. 1) mit den Goordiuaten x und y oder r und 9 
dargestellt; kann man auch sagen, sie werde dargestellt durch die 
Strecke OA, d. h. durch eine Linie von der Länge r und der durch 
9 bezeichneten Abweichung, ganz unabhängig von dem Ausgangs- 
punkte der Strecke^ von der also anzunehmen ist^ dass sie sich 
durch Parallelverschiebung nicht ändert. Bei der Darstellung reeller 
Zahlen entspricht dies dem Umstände, dass zu gleichen Zahlen- 
differenzen gleiche Stücke der Geraden gehören, bei der Darstellung 
der complexen Zahlen ^ wie sich sofort zeigen wird, dass zu gleichen 
Zahlendifferenzen gleiche Strecken gehören. Vor Allem ermöglicht 
aber diese Bestimmung die geometrische Deutung der Addition und 
Subtraction complexer Zahlen. — Sind in Folgendem A und B zwei 
Punkte der Ebene ^ so soll AB stets die entsprechende Strecke, 
AB die Länge derselben bedeuten. 

§ 2. Geometrische Darstellung der Addition und Subtraction. 

Es ist 

(«1 + Vxi) + {0^2 + ^2*') = (^1 + ^2) + (j/i + y2)i^ 
also giebt die Addition dieser beiden complexen Zahlen, die durch 
die Punkte A^ und A2 in Fig. 2 dargestellt sein mögen , eine durch 
den Punkt A repräsentirte Zahl, dessen Abscisse OD = x^ + ^2 ^^^ 
dessen Ordinate D A = y^ + ^2 ^^^' Offenbar ist Dreieck A^ EA 
^OD^A^i also die Strecke A^A identisch mit der Strecke OA^ (nach 
Länge und Richtung). Die Addition kann also auch geschehen durch 
Aneinanderlegen der Strecken 0-4, und OJ-j. Da übrigens OA^AA^ 
ein Parallelogramm ist, erhält man denselben Punkt, wenn man die 
Beihenfolge der Addition umkehrt. Analog mit der Addition der 
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Kräfte in der Statik fuhrt also Addition zweier Strecken auf die Dia- 
gonale des aus ihnen zu bildenden Parallelogramms, 

Haben beide Strecken dieselbe Abweichung, so werden ihre 
Längen addirt^ sind sie entgegengesetzt gerichtet; d. h. ist die 
Abweichung der einen 9, die der andern qp + 180®, so entsteht 
durch Addition eine Strecke, deren Länge die Differenz der beiden 
gegebenen ist, deren Richtung aber mit der der längeren Strecke 

übereinstimmt. In allen anderen Fällen ist die Länge OA kleiner 

als die Summe der Längen OJ., und OA^^ aber grösser als ihre 
Differenz, Die wirkliche Berechnung von r und q> macht keine 
Schwierigkeiten. In gleicher Weise kann man eine grössere An- 
zahl von Strecken aneinandersetzen, wobei wiederuih die Reihen- 
folge gleichgültig ist. 

Die Addition der Strecken ist von Mob ins*) wissenschaftlich 
begründet und dazu verwendet worden, aus Sätzen der Longimetrie 
direct auf Sätze der Planimetrie zu schliessen, d. h. Sätze über 
Punkte auf einer Geraden in solche über Punkte in der Ebene zu 
übersetzen. 

£s lassen sich schon jetzt aus einfachen Zahlengesetzen geo- 
metrische Sätze ableiten. Hierzu vergleiche man die Sieb eck 'sehe 
Abhandlung im 55. Bande des Grelle'schen Journals. 

Beispielshalber suche man zu beweisen, dass, wenn z^ und z^ 
zwei complexe Zahlen bedeuten, denen die Punkte A^ und A^ ent- 
sprechen, die Zahl -^—^ durch den Halbirungspunkt der Verbin- 

dungslinie von A^ und A^ dargestellt wjrd. 

Die Subtradion ist durch das Vorhergehende bereits erklärt. 
In Fig. 2 ist Strecke OA^ + OA^ = OA, folglich Strecke 

wofür man auch sagen könnte 0A-\' ( — OA2) = OA^, oder 
OA + A2O = OA^, Folglich: Man suhtrahirt eine Strecke von 
einer andern, indem man die entgegengesetzte der ersteren zur zweiten 
addirt Dass dies ganz der Formel 

{^\ + vx^ — (^2 + ^2*) = (^1 - ^2) + (yi - j/2) 

entspricht, ist selbstverständlich. Auf die Identität OA — OA^ 
= OA '\' A2O ist besonders zu achten. 



*) Verhandlungen der Egl. Sachs. Gesellschaft der Wissenschaften, math.- 
physic. Klasse, Jahrg. 1852, Seite 41—54; Jahrg. 1853, Seite 14—24. Vergl. 
auch Grelle 's Journal Bd. 28, Seite 1. Das Studium der tiefsinnigen Ab- 
handlungen dieses Geometers ist in jeder Hinsicht zu empfehlen. 
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An dieser Stelle lässt sich leicht beweisen ^ dass^ wie oben be- 
hauptet, zu gleichen complexen Zahleudifferenzen gleiche Strecken 
gehören. 

§ 3. Die Multiplication und Division. 

Die Multiplication zweier reeller Strecken a und h geschieht 
bekanntlich mit Hülfe der Proportion 1 : a = & : aj, aus .welcher 
folgt X := ab. Die Multiplication einer complexen Zahl mit einer 
reellen bietet nichts Neues. Die Länge der neuen Strecke wird 
wie vorher gefunden, die Abweichung bleibt ungeändert. Beides 
ist als specieller Fall enthalten in der Multiplication complexer 
Strecken. 

Statt 

(^1 + Vii) (^2 + »2**) = oc^X2 — yiVi + *^(^iy2 + yi^2) 
betrachte man die reducirte Form 

r,(cos qpj -f- i sin qp,) . rjCcos q>2 + i sin fp^) 
= r 1 rj (cos 91 cos qpj — sin q)^ sin 92) + * (süi 9 1 cos 92 + cos 92 s^^ 9i ) 

= ^i**2 cos (9 j + 9>2) + * sin (9)1 + 92) • 

Die das Product darstellende Strecke hat also die mit Hülfe der 
Proportion 1 : rj = rj : r zu construirende Länge r = rir2 und die 
Abweichung 9> = 9>i + 92« Also: 

Bei der Mtdtiplication complexer Strecken werden die Längen 
derselben muüiplicirt, ihre Abweichungen addirt. 

Die Reihenfolge ist bei der auf mehrere Strecken ausgedehnten 
Operation gleichgültig. 

In Figur 3 sind die gegebenen Strecken OA^ und OA^ unter 
Festsetzung, von OB als Einheit in dieser Weise mit einander mul- 
tiplicirt; d. h, OA2 ist um den Winkel qpj gedreht und rj im Ver- 
hältniss 1 : r^ vergrössert worden. Aus der Proportionalität der 
Seiten und der Gleichheit der Winkel bei folgt übrigens die 
Aehnlichkeit der Dreiecke OBA^ und O-^j-^, durch welche geo- 
metrisch documentirt wird, dass OA aus OA2 in derselben Weise 
gebildet wird, wie O-äj aus OB. 

Von besonderer Wichtigkeit ist folgender SpeciälfaU: Die bei- 
den complexen Zahlen mögen sein x -^ yi und x — j/i, d. h. sie 
sollen sich nur um das Vorzeichen des imaginären Theils unter- 
scheiden. Dann entsteht durch Multiplication . die leicht zu con- 
struirende reeUe Zahl 

(x + yi) (^ — yi) = rc^ 4" y^ = ^^' 
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Man coDstruire dies zur Uebuug geometrisch nach der yorigen 
Regel. Bekanntlich werden solche complexe Zahlen als caiyugirte 
bezeichnet. 

Beispielshalber folgt noch aus den Gleichungen 

cosy+*sin--j= i, 
(cos I - i sin f j = [cos (- f ^ + i sin (- f ^] = — f , 

dass der Multiplication einer Zahl mit -}~ i ^^^^ Drehung um 90^^ 
der Multiplication mit — i eine Drehung um — 90® entspricht. 
Ueberhaupt entspricht der Multiplication mit (cos a -{- isin a) eine 
Drehung um a ohne Veränderung der Länge. Der Name Rieh- 
tungscoefficient ist also sehr bezeichnend. So giebt z. B. Multi- 
plication mit (cos jr + i sin jr) = — 1 die entgegengesetzte Strecke. 
Die Division reeller Strecken r und rj, d. h. die Bildung des 

Quotienten -^ erfolgt mit Hülfe der Proportion r : rj = a? : 1 in 

bekannter Weise. Die Division complexer Strecken ergiebt sich 
demnach leicht aus der Formel 

-1 ... \ = — cos(g) — g>2) + * 8in(g) — g^o) • 

die sich aus der oben gegebenen sofort ablesen lässt^ da auch dort 
qpj = (^ — ^2) ist. Es ist also r im VerhäUniss rj : 1 siu verUei- 
nern und OA (Fig. 3) um den Winkd — 9)2 ^^ drehen. Mit 
andern Worten: Man construire zu dem gegebenen Dreieck OAA^ 

das ähnliche und ähnlich liegende Dreieck OBA^, wo OB = l ist. 
Zur üebung construire man auch den Quotienten -ttt' 

Ist der Divisor reell, so bleibt die Abweichung ungeändert; 
ist das rj des Divisors gleich 1, so findet nur die Drehung statt, 
Division durch + i giebt Drehung um — 90®, Division durch — i 
Drehung um 90®, Division durch — 1 giebt wieder die enigegen- 
gesetzte Strecke. 

Der recvproke Werth einer complexen Strecke beruht auf der 

Construction von — mittels der Proportion r :\ = 1 ix und der 
Bildung von — 9 an Stelle von qp, denn 

—f i— r-; — r = — COS ( — 0)) + i sin ( — <p) • 

r (cos 9 + t sin 9) r [_ ^ ^/ ^^ "^ \ "rjj 

Von Wichtigkeit ist noch folgende Bemerkung: Sollen die beiden 
Quotienten 

r(cos qp + i sin 9) , B (cos $ + » sin <^) 

ri(co8 q>i + i sin tpi) Bi (cos $1 -|- % sin <^|) 
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gleich söiii; so muss nach dem Mo ivre 'sehen Satze 

^ = ^ und (9> — 9>i) = (^ — ^i) 

sein. Werden also die Zahlen durch Punkte a und a^^ resp. A 
und A^ dargestellt^ so müssen die Dreiecke Oaay und OAA^ ähn- 
lich sein (Proportionalität zweier Seiten und Gleichheit der einge- 
schlossenen Winkel). Dies konnte auch direct aus Fig. 3 geschlos- 
sen werden, da beide Dreiecke dem A OBA^ ähnlich sein müssen. 

§ 4. Die Potenzirnng mit ganzem, reellem Exponenten. 

Der Exponent n sei zunächst ganz, reell und positiv. Die An- 
wendung der obigen Formeln auf gleiche Factoren führt auf die 
Gleichung 

r (cos 9 + i sin 9) I = r^ (cos nq) -{- i sin n(p) . 

Die geometrische Darstellung ist eine Anwendung der ersten Regel 
des vorigen Paragraphen. Es ergiebt sich eine Aufeinanderfolge ähn- 
licher Dreiecke. So ist z. B. in Figur 4 die 3*® Potenz der Strecke 

OJ-i gebildet. Die Punkte Aq, A^, A^, A^y An liegen bei 

solchen Constructionen stets auf einer logarithmischen Spirale, für 
welche bekanntlich ^er Badiusvector geometrisch zunimmt, wenn 
sich die Abweichung desselben arithmetisch ändert. Die Regel der 
Potenzirnng ist leicht in Worte zu kleiden. 

Der Fall des negativere Exponenten erläutert sich durch die 
Formel 



[r(cos © -f- i sin op) = ^- . 
V y-T- t;j [r(co8 g) 4- i sin 9>)]" 

= — cos ( — n(p) + i sin ( — nqp) • 
Man kann demnach entweder den reciproken Werth von 

, r(cos 9 + i sin 9) 

nach oben angegebener Methode bilden, oder einfach die Con- 
struction der Figur 4 von OAq aus nach unten fortsetzen, d. h. 
die logarithmische Spirale nach unten hin ergänzen. 

Es wird sich später zeigen, dass die Potenzen von OAi mit 
reellem gebrochenem Exponenten durch Punkte derselben logarith- 
mischen Spirale dargestellt werden. 

Solche Constructionen finden vielfache Anwendung in der gra- 
phischen Statik. 
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Nach Obigem ist man jet^t im Stande, für jedes reelle, ganze 
n und für jeden speciellen Werth der veränderlichen Grösse x + yi 
die complexe Zahl 

X + Fi = («0 + hi) + K + h^ {pc + yi) + {a^ + l^i) {x + yif 

+ h («n + hni) {x + yiy 

mit elementaren Hilfsmitteln geometrisch darzustellen. Es handelt 
sich nur um eiue Gombination der gegebenen Constructionen. 

Es ist zweckmässig, das Verfahren an Functionen niederen 
Grades einzuüben. 

Bei dieser Gelegenheit sei darauf aufmerksam gemacht, dass 
das Product conjugirter Quotienten 

a + hi a — hi a^ -\- &* 

c + dt * c — dt c* -|- ^' 

stets reell ist. Daraus folgt, dass rationale conjugirte Ausdrücke, 
mit einander multiplicirt, stets Reelles geben. 

Dagegen reicht es nicht aus, in einer rationalen Function 
f{x -f- yi) an Stelle von x + yi die conjugirte Variabele x — yi 
zu setzen, um den conjugirten Ausdruck zu erhalten, so dass also 
im Allgemeinen f{X'\-yt).f{x — yi) nicht Reelles giebt. Um 
dies zu erzielen, muss man auch für die Gonstanten der Function 
die conjugirten Werthe einsetzen^ also eine gewisse neue Function 
fx[x — yi) bilden. 

§ 5. Das Badiciren mit ganzem, reellem Exponenten. 

Als erstes Beispiel sei die Qtiadrattourgel behandelt. 
Es ist zunächst 

2 

i/r(cos9 + isin9)= r(cos9)+isin9) =^r cos^+^siuy • 

Die Gonstruction ergiebt sich daraus, dass }/r die piittlere Propor- 
tionale zwischen 1 und r ist. Man bilde diese und halbire ausser- 
dem den Winkel (p. So ist z. B. in Figur 5 OA^ die Wurzel aus 
der Strecke OÄ. Eine leichte Ueberlegung zeigt, dass, wie oben 
bemerkt war, -4, auf der durch 0, ß und A bestimmten logarith- 
mischen Spirale liegt. 

Der Punkt A entspricht aber nicht nur der Grösse r (cos 9 + * sin 9), 
sondern auch der Grösse r cos (9) -j- 2;r) -|- i sin (9 -f" ^^r) , so dass 

gleichzeitig 
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r/r (cos 9 + i sin 9) «= J^r cos ( y + ^ ) + i sin (^ "^ ^ ) 

ist. Dieser Werth wird durch die Strecke OA^ dargestellt, welche 
die entgegengesetzte von 0Ä^ ist. 

Die Betrachtung von r cos (9 + 2njr) + i sin (9 -f" 2w^ giebt 

keine neuen Punkte. 

Also: Die Auseiehung der Quadratwurzel aus einer complexen 
Strecke ist mit elementaren Hilfsmitteln möglich und führt stets auf 
zwei entgegengesetzte Strecken, 

Bei Bildung der Cuhikwurzel findet man drei gleichberechtigte 

Werthe, denn ^r (cos 9 -f- i sin 9) führt, wenn man nicht nur 
9, sondern noch 9 -j- 2;r und 9 -{- 4;r in Betracht zieht, auf 

y^^cos f + i sin f ] , ^^r [cos (| + 120«) + i sin (f + 120«)] 

und prhoH (^ + 2400") + i sin (^ + 240 o")! . Die drei entspre- 
chenden Punkte liegen demnach sämmtlich auf einem Kreise um den 

Nullpunkt mit dem Eaditts }/r , und zwar bilden sie ein gleichsei' 
tiges Dreieck, In Figur 6 ist die Construction durchgeführt. A^ , A2 
und A^ stellen die Cubikwurzeln von A vor. 

Eine elementare Construction ist in diesem Falle nicht mög- 
lich. Denn erstens kann man die Trisection des Winkels im All- 
gemeinen nicht durchführen, zweitens bedarf man zur Darstellung 
von -4j der obigen durch 0, B und A bestimmten logarithmischen 
Spirale, wie sich sofort aus der Gleichung {OA^y == OA ergiebt. 

Statt dessen kann man auch "/r auf beliebig viele Decimalstellen 
berechnen und den Annäherungswert!! als Radius benutzen. 
Für die n'** Wurzel gilt Aehnliches. Es ist 

y r (cos 9 + i sm 9) =- ^r cos -^— ^ 1- % sm ^^— ' , 

wo k der Reihe nach die ganzzahligen Werthe von bis rr — 1 
annimmt. Man erhält also n Purikte auf einem Kreise um mit 

dem Radius }/r. Einer dieser Punkte hat die Abweichung — , 

sämmtliche bilden ein regelmässiges n-Eck. Nur in Specialfällen 
ist die genaue Construction mit elementaren Hilfsmitteln möglich. 
Schon an dieser Stelle sei einer wichtigen Riemann'schen 
Anschauungsweise gedacht. Man denke sich zwei Ebenen, deren 
eine alle complexen Zahlen z == x -{- yi enthält, während in der 
anderen alle complexen Zahlen Z = X + Yi liegen. Beide Ebenen 
werden dadurch in gegenseitige Beziehung gebracht, dass X -f- ^^ 
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= }/x -{- yi gesetzt wird. Jedem Punkte der jer-Ebene entsprechea 
dann n Punkte der Z-Ebene, die nach obiger Methode zu construi- 
ren sind. Beröchsichtigt man nur den ersten der n Wurzelwerthe, 
so liegen die Punkte der Z-Ebene, die allen Punkten der ;2f-Ebene 
entsprechen ; in einem Sector, der durch die reelle Axe und eine 

Gerade durch den Nullpunkt mit der Neigung — gebildet wird. 

Ebenso führt die Berücksichtigung des 2**" Wurzelwerthes auf den 
von — bis — reichenden Sector u. s. w. Die ;6r-Ebene entspricht 

also jedem der vorhandenen n Sectoren der Z-Ebene. Riemann 
sucht an Stelle der n-Deutigkeit eine Eindeutigkeit des Ortes zu 
setzen ; indem er annimmt; dass die j?-Ebene aus n übereinander- 
liegenden Schichten beatehe, deren jede einem bestimmten Sector 
entspricht; und zwar ist die Reihenfolge der Schichten dieselbe, 
wie die der Sectoren. Da aber im Nullpunkte beider Ebenen die 

Vieldeutigkeit aufhört, denn es ist }/Q =0, so sind alle Ebenen 
im Nullpunkte zusammenhängend zu denken. Um den Uebergang 
von einem Blatte in das andere zu versinnlichen , denke man sich 
die n Schichten der jgr- Ebene wie eine Schraubenfläche von un- 
endlich kleiner Steigungshohe um eine im Nullpunkt errichtete Axe 
herumgewunden. Einem Punkte also, der in der Z-Ebene auf 
einem Kreise einmal um den Nullpunkt wandert und die n Sectoren 
der Reihe nach passirt, entspricht ein Punkt der jSr-Ebene, der auf 
einem bestimmten Kreise n mal um den Nullpunkt geht, beim 
üeberschreiten der positiven reellen Axe aus der 1*®° Schicht in 
die 2*«, 3*®, w*® und schliesslich in die oberste zurückgelangt. 

In Figur 7 ist die der Quadratwurzel entsprechende zweischich- 
tige „Windungsfläche" dargestellt. Während ein Schnitt links von 
zwei Parallelen giebt, würde ein Schnitt rechts von zwei sich 
kreuzende Parallelen geben. Man nennt diese Fläche die Windungs- 
fläche V^ Ordnung, Bei der n^^ Wurzel erhält man eine w-schich- 
tige Fläche, die Windungsfläche (n — 1)**" Ordnung. — 

Diese für tiefere analytische Untersuchungen höchst wichtige 
Anschauungsweise kann hier nur angedeutet werden. Wir kommen 
später auf dieselbe zurück. — 

Das Radiciren mit negativem ^ ganzem, reellem n bietet nichts 
Neues, erledigt sich vielmehr, da 



ist, durch den reciproken Werth von ^xr . 
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§ 6. Das Potenziren mit gebrochenem nnd mit irrationalem 

reellen Exponenten. 

Es seien m und n zunächst ganze positive Zahlen, dann ist 

tn tn 

Z ^= 0^ = r (cos 9> + i sin 9>) r 



tn 



= r " fcos ~(9> + 2Jcn;) + i sin ^ (9> + 2xx)'\ , 

wo es ausreicht, k die ganzzahligen Werthe von bis n — 1 an- 
nehmen zu lassen. 

Im Allgemeinen muss man sich, wie vorher, mit einer An- 
näherungsconstruction begnügen, die sich auf Zahlenberechnung 
stützt. Wie die Punkte, welche einem gegebenen entsprechen, 
liegen, erkennt man am leichtesten, indem man nach den behan- 
delten Regeln erst die n*® Wurzel auszieht, dann zur m*^^ Potenz 
erhebt. Demnach liegen die w Punkte auf der Peripherie des Kreises 



m 



mit dem Radius r** um den Nullpunkt und folgen aufeinander im 

Winkelabstande von — 360^, so dass sich n Punkte auf m Um- 

gänge verfheilen. Die Z- Ebene besteht also aus m Schichten und 
ist eine Windungsfläche (m — 1)*®' Ordnung. 

m 

Wahrend Z = z^ w- deutig ist, stellt sich die umgekehrte 

n 

(inverse) Function e = Z^ als w-deutig dar. Während also der 
einfachen j8f-Ebene in der andern ein Sector von - 360® entspricht. 



n 



n 



der einfachen Z-Ebene in der andern ein Sector von — 360®, ent- 

«ML ' 



m 



sprechen den m Blättern der Z-Ebene n Blätter der is-Ebene. Man 
hat demnach zu vergleichen eine Windungsfläche (m — 1)*®' Ord- 
nung mit einer solchen (w ~ 1)*®' Ordnung. 

Ist der Quotient — negativ, so erledigt sich das Ganze wie vor- 
her durch Betrachtung des reciproken Werthes. 

Ist hingegen der Exponent t eine Irrationalzahl, so wird 

Z = 0^ =[r (cos 9> -|- i sin g)) r 

= / Tcos t{g) + 2Ä;r) + i sin t (g) -{- 2k n) | , 
wo jedoch die unendlich vielen ganzzahligen Werthe, die k anneh- 

Holzmüller, isogonale Verwandtschaften. 2 
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men kann; stets nei;e Resultate geben. Die Function Z ^=== z* y 

ebenso die umgekehrte Function jef«=Z'=Z'', ist also unendlich 
viel-deutig. In der Z- Ebene liegen z. B. die unendlich vielen 
Punkte, welche einem gegebenen der jer-Ebene entsprechen, auf der 
Peripherie eines Kreises um den Nullpunkt mit dem annähernd zu 
berechnenden Radius r', und sie folgen aufeinander im Winkel- 
abstande ^360^, oder im Bogenabstande 27tt, Der Kreis wird also 
unendlich oft durchlaufen. Die Z-Ebene, und ebenso die jer-Ebene, 
ist demnach eine Windtmgsfläche von unendlich hoher Ordnung, 

Der Fall des imaginären Exponenten kann erst bei Gelegen- 
heit der Exponential- Function und des natürlichen Logarithmus 
behandelt worden. Er erledigt sich durch die Bemerkung, dass 

(a+60 

X+Ti = {x + yi) 
auch geschrieben werden kann 

(a + öi) lg(ar + yt) 

§ 7. Natürlicher Logarithmns nnd Exponentialfanction. 

Dieses schwierigere Oapitel wird vorausgeschickt, da schon in 
den nächsten Abschnitten einige Anwendungen desselben nöthig 
werden. 

Bekanntlich ist cos 9) + * sin 9) «= e^*, also r(cos 9? + ^ sin 9?) 
== r . e^*. Man kann demnach schreiben 



oder 



lg r(cos 9) + * sin 9>) == lg r + lg e9* = lg r + q>i 



X + Fi = lg(a? + yi) = lg Yx^ + y^ + i arctan — • 
Hieraus folgt X = Ig^o?^ -f y^ = lg ^ und Y == arctan -2^ =: 9), 

SD 

Um also zu einem Punkte a?+yi einer Ebene (der jer-Ebene) den 
Punkt X + Fi == lg {x + yi) zu bilden, der in der Z- Ebene dar- 
gestellt werden mag, construire man mit Hülfe entsprechender 
Berechnung angenähert einen Punkt mit den Coordinaten 

X = lg j/rc2 _|_ y2 s=s lg r und Y = arctan -^ = 9) 

(der Bogen (p ist gestreckt als Ordinate einzutragen). Da nun 
aber q> beliebig um 2Äjr vergrössert oder verkleinert werden kann, 
so erkennt man sofort, dass lg {x + yi) unendlich vieldeutig ist, 
und zwar mit der Periode 2ni, 
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Man berücksichtige zunächst nur die Werthgruppe ohne 
den periodischen Zusatz. Dann ei^iebt sich^ dass den Punkten 
der ganzen jer-Ebene die Punkte eines unendlich langen Flächen- 
streifens entsprechen, der durch die Linien F=0 und F=2;r 
begrenzt wird. Man denke sich diesen Horizontalstreifen durch 

Linien F = Ä ^, wo A; eine ganze Zahl zwischen und n ist, in 
congruente Theile getheilt. Dies entspricht der Eintheilung der 
jgf-Ebene durch Linien, die mit der Neigung q> = h — vom Null- 
punkte ausgehen, in gleiche Sectoren. Der Nullpunkt der jsf-Ebene 
entspricht dem Bereiche — oo des Streifens, der unendliche Bereich 
der jer-Ebene dem Bereiche + <^ ^^s Streifens. 

Da femer X == lg r ist, so entspricht der Eintheilung des 

Streifens durch Gerade X = 0, + a, + 2ö^, + 3a eine 

Eintheilung der jer-Ebene durch Kreise lgr = 0, +a, +2«, .... 
oder r «» 6®, ,ei", e^^a^ .... in concentrische Ringe. Während 
die Theile des Streifens congruent sind, sind die Ereisringe ähn- 
lich, denn es ist z. B. e** : e**» = e^** : c^**. 

Der Eintheiltmg des Streifens in Meine Rechtecke durch hori- 
0onkde und verticale Geraden entspricht also eine Eintheilung der 
Z'Ehene durch ein Strahlenbüschel und concentrische Kreise um den 
Nullpunkt in Meine rechtwinklige Flächenräume y die unter sich ähn- 
lich sind. 

Es lässt sich aber auch zeigen, dass bei Vervielfachung der 
Rechteckseintheilung, d. h. bei zunehmender Kleinheit der Recht- 
ecke beider Ebenen die ;, Rechtecke^ der je?-Ebene mehr und mehr 
denen der ^-Ebene ähnlich werden. 

Um dies zu beweisen, denke man sich in der Z-Ebene die 
Eintheilung geschehen durch die Linien Z=0, 6, 26, 36 .... 
und X == 0, + ^7 i 2öt, + 3a, . . . ., so dass a : 6 das Verhält- 
niss der Rechtecksseiten der Z-Ebene ist. Für ein beliebiges 
„Rechteck^ der ^ei-Ebene ist dann die geradlinige Seite von der 
Länge «*•** — c^«-i)«, während eine der anderen Seiten ein Kreis- 
bogen mit dem Radius ß(«-i)«, also von der Länge e(«-"^)« . 6 ist. 
Das Verhältniss der Seiten ist demnach e*»** — ^(n — i)a . g(n- \)a j 
oder €f^ — 1:6. Nun ist aber 

ea_l = /^l + -?.+ ?-+ \_i=:?L_Lf[! + f^_| , 

^ \^ • II • 2! • ) 1! « 21 • 3! • ' 

also kann man, wenn a sehr klein ist, die höheren Potenzen ver- 
nachlässigen, so dass mit zunehmender Kleinheit das Verhält- 
niss der Rechtecksseiten in der ^- Ebene sich der Grenze a : 6 

2* 
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nähert. Die kleinen RechtecJce beider Ebenen sind also ahnlieh, mit 
andern Worten: Durch die Function X + T = lg (a; + yi) wird 
die Z'Ehene in den kleinsten Theilen ähnlich a/uf den genannten 
Horizordalstreifen der z-Ebene übertragen. 

Ist a = &/so entsteht die Eintheilung in kleine „ Quadrate" ^ 
wie sie in Fig. 8 für beide Ebenen dargestellt ist. 

Wir kommen auf diese Beziehungen noch einmal vom allge- 
meineren Standpunkte aus zurück und bemerken nur noch, dass 
die Eckpunkte diagonal aufeinander folgender Rechtecke in der 
Z-Ebene auf Geraden, in der ^gf-Ebene auf logarithmischen Spiralen 
liegen. Auch über die zahlreichen Beziehungen zwischen Symme- 
trie und Reciprocität kann erst später gesprochen werden. 

Berücksichtigt man die durch den Zusatz 2k7ti entstehendei\ 
Werthgruppen , so erhält man in der Z- Ebene unendlich viele an- 
einander liegende Streifen, deren jeder einer Schicht der jer-Ebene 
entspricht. Letztere ist also eine Windungsfläche unendlicher Ord- 
nung mit dem Nullpunkte als Windungspunkt. Bezüglich der Ver- 
grosserungsverhältnisse ergiebt sich sofort, dass nur der Einheits- 
kreis der jSf-Ebene seinen Massstab beibehält. Die Umgebung des 
Nullpunktes wird unendlichfach vergrössert, die des unendlichen 
Punktes unendlichfach verkleinert dargestellt. 

Die umgekehrte Function des natürlichen Logarithmus ist die 
Exponentialfunction z =^ e^ oder 

x + yi = e^+ ^'^ = e^ e^^ = e^ (cos F + i sin F),' 
so dass 

X =^ e^ cos F, y = e^ sin Y 
ist. Um also zu einem gegebene^ Punkte X + Ti den Punkt 

JC -4- Vi * 

^ + j/i = 6 "•" zu finden, berechne man die soeben gefundenen 
Werthe von x und y angenähert, und trage sie in die jef-Ebene ein. 
Das Verhalten beider Ebenen gegeneinander wird wiederum durch 
Figur 8 dargestellt. Diese Figur giebt übrigens die in der Einlei- 
tung angedeutete Beziehung zwischen der Ptolomäischen Polar- 
karte und der liegend gedachten M er cator karte. 



Kann man zu einer gegebenen Zahl x ■\- yi den natürlichen 
Logarithmus construiren, so ist auch die geometrische Darstellung 
jedes anderen Logarithmus ermöglicht, da bekanntlich 

Log (a; + J/^) = w . lg {x + yi) 

ist, wo m den Modul des neuen Logarithmensjstems bezeichnet. 
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Es ist also nur noch die geometrische Multiplication mit dem 
reellen oder complexen Factor m nöthig. 

Auch die Schlussbemerkung des vorigen Paragraphen ist hier 
leicht zu erledigen. Da man nämlich zu. beliebigem x -^ yi leicht 
lg (^ + yi)j also auch (a + bi) lg {x + yi) bilden kann, so ist 
man im Stande, mit Hülfe des über die Exponentialfunction Ge- 
sagten auch e(« + *«) ig(« + y«)^ d. h. {x -f- yiY + ^* geometrisch mit be- 
liebiger. Annäherung darzustellen. 



Wir brechen das Capitel über die geometrische Darstellung der 
elementaren Operationen hiermit ab und geben noch einige litte- 
rarische Nachweise. 

§ 8. Litteratur. 

„Die Rechnung mit Richtungsmhlen oder die geometrische Be- 
handlung imaginärer Grössen" ist der Titel eines ausführlichen 
Werkes (170 Seiten) von Dr. Friedrich Biecke, welches 1856 
bei Metzler in Stuttgart erschienen, aber bereits vergriffen ist. 
Dasselbe giebt am Schluss auf Seite 161 bis 170 litterarische Nach- 
weise mit ausführlicheren Inhaltsangaben. Daraus sei Folgendes 
zur Ergänzung der bereits gemachten Angaben zusammengestellt: 

Heinrich Kühn, Professor zu Danzig: Meditationes de quanti- 
tatibus imaginariis construendis et radicibus imaginariis exhibendis. 
1750. (Novi commentarii Acad. Petrop. III, 1750 et 1751.) 54 
Quartseiten. 

M. Buee: Memoire sur les quantites imaginaires 1805. (Phi- 
losophical Transactions for year 1806. London 1806.) 66 Quart- 
seiten. 

Gombertz: The principles and application of imaginary quan- 
tities. 11 Vol. London, 1817. 

C. V. Mourey: La vraie theorie des quantites negatives et 
des quantites pretendues imaginaires. Paris, 1828. (Pag. XTT. 144.) 

John Warren: A Treatise on the geometrical representation 
of the Square roots of negative quantities. Cambridge, 1828. 

Franz Moth, Professor in Linz: Ueber die Anwendbarkeit 
der imaginären Zahlformen in der Geometrie. 1840. (Abhandl. der 
Kgl. Baierschen Akademie der Wissensch. München, Bd. 3, Abth. 1.) 
64 Quartseiten. 

H. M. C. zur Nedden: Dissertatio inauguralis de applicatione 
numeri complexi ad demonstranda nonnulla geometriae theoremata. 
Goettingae, 1840. 



22 Erstes Capitel. 

Max. Marie: Discours sur la nature des grandeurs negatives 
et imaginaires. Paris ^ 1843. Nach Riecke nicht geeignet ^ „Licht 
zu verbreiten". 

L. Ballauf: Beiträge zur systematischen Darstellung der all- 
gemeinen Arithmetik. 1844. (Grunert's Archiv, Bd. 5, Seite 259, 
Bd. 6, Seite 409.) 

Herrmann Scheffler: lieber das Verhältniss der Arithmetik 
zur Geometrie; insbesondere über die geometrische Bedeutung der 
imaginären Zahlen. Braunschweig, 1845. — Vergleiche auch Gru- 
nert's Archiv, Bd. 15, Seite 375, 390. 

Derselbe: Der Situationscalcul. Versuch einer arithmetischen 
Darstellung der niederen und höheren Geometrie auf Grund einer 
abstracten Auffassung der räunilichen Grössen, Formen und Be- 
wegungen. Braunschweig, 1851. 

Theodor Wittstein: Einige kleinere Aufsätze in Grunert's 
Archiv, Bd. 6 und 7. 1845. 

Wilhelm Matzka: Versuch einer richtigen Lehre von der 
Bealität der vorgeblich imaginären Grössen der Algebra oder einer 
Grundlehre von der Ablenkung algebraischer Grössenbeziehungen. 
Prag, 1850. (Abdruck aus den Abhandlungen der Gesellschaft der 
Wissenschaften zu Prag.) 

Dr. Grebel: Die complexen Werthe der Fundamentalfunc- 
tionen in geometrischer Darstellung. Gymnasialprogramm. Zeitz, 
1851. 

Dr. H. Burhenne: Zur Theorie der imaginären Grössen. 1853. 
(Grunert's Archiv, Bd. 22, Seite 43.) (Aeussert gewisse Bedenken, 
versucht dagegen einen nicht begründeten Zusammenhang mit Fres- 
neVs Undulationstheorie darzustellen.) 

G. H. Bubendey: üeber die räumliche Darstellung der ima- 
ginären Grössen in der Analysis. Hamburg, 1854. 

ülherr, Professor: Einige Bemerkungen über imaginäre Aus- 
drücke. (Crelle's Journal, Bd. 31.) 

Drobisch: üeber die geometrische Construction der imagi- 
nären Grössen. Wien, 1848. 

Arenstein, Professor: Was sind die imaginären Grössen, und 
was ist ihr analytischer und geometrischer Sinn? Wien, 1848. 
(In den naturwissenschaffclichen 'Abhandlungen von Haidinger.) 

V. Lamezan: Beiträge zur Philosophie der Mathematik mit 
besonderer Rücksicht auf das sogenannte Imaginäre. Würzburg, 
1851. 

Vall^s: Etudes philosophiques sur la science du calcul. Paris, 
1841. 
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Faure: Essai sur la theorie et Tinterpr^tation des quantites 
dites imaginaires. Paris; 1845. 

Bellavitis: Saggio sul algebra degli imaginarii. Venezia; 
1852. — 

Die zahlreichen Lehrbücher der niederen und höheren Aua- 
Ijsis, die den Gegenstand dieses Capitels gleichfalls berücksichtigen, 
sind hier nicht mit genannt. 

Das Werk des Dr. Riecke ist im 1. Jahrgang der Zeitschrift 
für Mathem. und Physik (Litteraturzeitung, Seite 77— -79) von Can- 
tor eingehend besprochen worden. Derselbe führt noch an: 

Fran9ais: Nouveaux principes de la geometrie de position^ 
in * Gergonne's Annales des mathematiques, Tome lY, page 61 
(annee 1813). 

Auch wird noch bemerkt; dass Gauchy in einem Aufsatze in 
den Gomptes rendus de Tacademie des sciences (Tome 29 ^ 1849^ 
page 250): Sur les quantites geometriques, bezüglich eines Theils 
der Resultate dem Mr. Henry -Dominique Truel die Priorität zu- 
spricht, der sie ums Jahr 1810 dem Mr. Augustin Normand, Schiff- 
constructeur zu Havre, mitgetheilt habe.. 

üeber die geometrische Darstellung der Werthe einer Potenz 
mit complexer Basis und complexem Exponenten vergleiche man 
den entsprechenden Aufsatz von Du rege im 5. Bande der Zeit- 
schrift für Mathem. und Physik, Seite 345—361. — 

Ausführlicheres über die Abbildung mittels des natürlichen 
Logarithmus gab der Verfasser im 16. Bande der Zeitschrift für 
Mathem. und Physik, Seite 269—289, über die Abbildung mittels 
der Quadratwurzel im 21. Bande derselben Zeitschrift, Seite 325 — 

363; über die Abbildung mittels der Function Z^=yz im Grelle- 
schen Journal, Bd. 83, Seite 38 — 43, ausserdem noch in der Zeit- 
schrift für Mathem. und Physik, Bd. 26, Seite 231—256. Die geo- 
metrischen und sonstigen Gonsequenzen der behandelten Methoden 
kommen später zur Sprache. 

Der Zusammenhang des Siebeck 'sehen Punktcalcüls mit der 
Grassmann 'sehen Ausdehnungslehre wird in der entsprechenden 
Abhandlung von V. Schlegel in der Zeitschrift für Mathem. und 
Physik, Bd. XXIV, Seite 83 (Jahrgang 1879) erörtert. 

Man vergleiche auch S. Günther: Operative Arithmetik der 
Gittersysteme, Zeitschrift für mathem. und naturw. Unterricht, XIII, 
Seite 3 f. u. 93 f. Auch dort findet man zahlreiche Litteratumachweise. 
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Zweites Capitel. 
Die Verwandtschaften der Congruenz und Aehnlichkeit. 

§ 9. Die Abbildung Z = g + c. 

Im vorigen Capitel handelte es sich, von einigen Andeutungen 
abgesehen, nur um die Construction einzelner Punkte. Von jetzt 
ab werden sämmtliche Punkte zweier Ebenien durch eine Function 
in gegenseitige Beziehung gesetzt Der einfachste Fall ist der der 
Function Z = z + c, wobei Z und z variabele compleze Grössen, 
c eine complexe Constante bedeutet. Da jedem Punkte z^ der z- 
Ebene ein Punkt Z^^= z^ + c der Z- Ebene entspricht, der nach 
der Additionsregel durch Verschiebung um die complexe Strecke c 
gefunden wird, so entspricht jedem geometrischen Gebilde der z-JEhene 
ein congruentes der Z-Ehene, nur ist letzteres der Parallelverschiebung 
um die complexe Strecke c u/nterworfen. 

Spater wird sich zeigen, dass die Congruez eine Folge des Um- 
standes ist, dass der Diflferentialquotient der Function z -{' c den 
Werth 1 hat. 

§ 10. Die Abbildungen Z = z (cos a -f ^' sin a) 
und Z f^ z (cos a -|- i sin «) + c • 

Bei der Abbildung Z >= z (cos a + i sin a) entspricht nach § 3 
jedem Punkte Zi der ^-Ebene ein Punkt Z^ = Zy (cos a + i sin a), 
der durch Drehung seines Radius um den Winkel a gefunden wird, 
während der Radius selbst ungeändert bleibt. Bei der Abbildung 
Z ^= z (cos a + * sin a) + c tritt zu dieser Drehung um den Null- 
punkt noch eine Parallelverschiebung um die complexe Strecke c. 
Bei beiden Abbüdwngen bleibt wiederum die Congru^enz der geome- 
trischen Gebilde erhalten^ eine Folge davon, dass der DiflFerehtial- 
quotient den Werth (cos a -f- i sin a), also den absoluten Be- 
trag 1 hat. — 

Bei dem speciellen Falle Z =■ — z wird, da — 1= (cos 180® 
+ i sin 180®) ist, eine Drehung um 180® herbeigeführt. Dasselbe 
Resultat erhält man durch Umklappen der ;er- Ebene erst um die 
reelle, dann um die imaginäre Axe. — Die in beiden Abschnitten 
behandelten Abbildungen geben Verwandtschaften der Congruenz. 

§. 11. Die Abbildungen Z =cz und Z = cz + c^. 

Ist c zunächst reell, z. B. = ^, so geht nach § 3 durch die 
Abbildung Z = cz jeder Punkt z^ der ^- Ebene über in einen Punkt 
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Z^ = Q8^ der Z-Ebeue, dessen Abweichung dieselbe ist, während 
der Radius im Verhältniss 1 : q vergrössert ist. Die geometrischen 
Gebilde der jef- Ebene gehen also über in ähnliche und ähnlich lie- 
gende Gebilde der Z- Ebene, die in Bezug auf den Nullpunkt per- 
spectivische Lage gegen die ursprünglichen haben, 

Ist hingegen c = ^ (cos a -j- i sin a), so wird der Radius jedes 
Punktes im Verhältniss 1 : q vergrössert und ausserdem um den 
Winkel a gedreht. Die Aehnlichheit der geometrischen Gebilde bleibt 
erhalten, jedoch erscheint die ganze Z -Ebene gegen die z- Ebene um den 
Winkel a gedreht 

Die Function Z = c^ei + Cj unterscheidet sich von der vorigen 
nur insofern , als zur Vergrösserung und Drehung noch eine Parallel- 
verschiebung um die Strecke c, tritt. 

Alle Abbildungen dieses Paragraphen geben also Verwandt- 
schaften der Aehnlichkeit. 

Bemerkenswerth ist Folgendes: Der Differentialquotient von 
Z = cz -{- c^ = Q (cos a + ^ sin «) . ^ -j- Cj ist c = p (cos a -\-i^m a). 
Sein absoluter Betrag q entspricht also dem Verhältniss der Ver- 
grösserung, während die Abweichung a die Verdrehung der entspre- 
chenden Gebilde gegen einander angiebt, 

Aufgabe: Die jei- Ebene soll ähnlich und so auf die Z- Ebene 
übertragen werden, dass zwei gegebenen Punkten z^ und z<^ zwei 
gegebene Punkte Z^ und Z^ entsprechen. Welches ist die abbil- 
dende Function? 

Man bestimme c und c^ aus den Gleichungen Z^ =^ cz^ "h ^i 

und Z^ = cz^ + c, . Es ergiebt sich c = * "" * , c. = *^*"" — ^ • 
Dies ist einzusetzen in die abbildende Function Z = cz-\- c^. 
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Die Abbildung Z = j und die Inversion oder Transforma- 
tion mittels reciproker Radii vectores. 

§ 13. Allgemeiner Charakter dieser Abbildung. 

Ehe allgemeinere Sätze über die conforme Abbildung ausge- 
sprochen werden, werde das Verständniss derselben vorbereitet 
durch ausführlichere Behandlung einer leichteren Transformation, 
bei der es sich nicht mehr um volle Aehnlichkeit handelt. Es ist 
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die Abbildung Z = i, die, abgesehen von einem Umklappen um die 

reelle Axe^ übereinstimmt mit der Inversion oder Abbildung mittels 
redproker Radii vectores^ und von der man leicht zu der von M5- 
bius eingeführten Kreisverwandtschaft übergehen kann. Dieselbe 
ist von hervorragender Wichtigkeit für zahlreiche Probleme der 
reinen und angewandten Mathematik. Um in die verschiedenen 
Methoden einzuführen ^ deren man sich bei Abbildungsaufgaben be- 
dienen kann^ werden einige Sätze auf mehrfache Art abgeleitet. 
Bei der vorliegenden Abbildung ist zunächst 

1^ X 4- Yi = - = ^ — yi ,_ ^ i y 

' "^ x-^-yi (aJ+y») (a; — yi) a;*+y* a;*+y*' 

oder 

2) JJ(cos®+i8in®)=^-^3^^^-j^=i[cos(-*)+i8in(-»)], 

WOZU man § 3 vergleiche. Jedem Punkte der ;er-Ebeney deßsen Bahn 
durch r und %^ bestimmt wird, entspricht ein Punkt der Z- Ebene 

mit dem Radius JB = — und dem Richtungswinkel = — O*. Fände 

nicht dieser letztere Vorzeichenwechsel statt, so wäre die Abbildung 
identisch mit der Inversion. Zu letzterer tritt eben noch ein Um- 
legen um die reelle Axe. 

Statt JB gemäss der Proportion r : 1 = 1 : jR zu construiren, 
kann man auch folgenden Weg einschlagen: Man ziehe von dem 
gegebenen Punkte aus , wenn er ausserhalb des Einheitskreises liegt, 
an den Einheitskreis Tangenten und einen Durchmesser und be- 
stimme auf letzterem den Schnittpunkt mit der Berührungssehne 
beider Tangenten. Zu diesem Punkte muss noch das Spiegelbild 
gegen die reelle Axe gebildet werden. So sind z. B. in Fig. 9, A 
und J.J reciproke Punkte in unserem Sinne. Der Beweis beruht 

darauf, dass nach Pythagoras OW = OB . OA, also, da OE «= 1 ge- 
setzt wurde, OB = ^-^ ist. 

Auch sei daran erinnert, dass A, C, B und D harmonische 
Punkte sind. Auf die hieraus folgenden Constructionen , die be- 
kanntlich nur das Lineal erfordern (vergl. den Satz vom vollstän- 
digen Vierseit) und auf den Zusammenhang mit der Theorie von 
Pol und Polare sei nur kurz hingedeutet. Liegt der gegebene Punkt 
innerhalb des Kreises, so ist die Construction ebenso leicht. 

Jedem Punkte des unendlichen Bereichs der jer-Ebene entspricht 
der Nullpunkt dei Z-Ebene, ebenso jedem unendlich fernen Punkte 
der Z-Ebene der Nullpunkt der ;e;-Ebene. Die Ausdrucksweise ver- 
einfacht sich aber, wenn man annimmt, es gebe nur einen unend- 
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lieh entferuteu Punkt in jeder Ebene, eine Anschauung, die sich 
vielfach mit Nutzen verwerthen lässt*). Dann entspricht jedem 
Punkte der einen Ebene ein und nur ein Punkt der andern. Die 
Verwandtschaft ist also eine eindeutige. 

Da übrigens aus 2=^- folgt: jg? = ^, so gilt alles von der 

;?-Ebene Gesagte auch von der Z-Ebene, die Verwandtschaft gehört 
demnach zu denen, welche von Sieb eck als involutorische bezeichnet 
werden, die also ohne Aeuderung umkehrbar sind. 

Dem l*®**, 2*®*», S*«**, 4*«° Quadranten der jgi-Ebene entspricht be- 
züglich der 4*% 3*% 2*% 1*« der Z- Ebene. Jeder Kreis mit Ba- 
dius c um den Nullpunkt der einen Ebene geht über in einen Kreis 

mit Radius — um den Nullpunkt der andern ^ der jedoch in entgegen- 

gesetztem Sinne durchlaufen unrd. Dem geradlinigen Wege von 
nach oo mit der Neigung d" in der einen Ebene entspricht der gerad- 
linige Weg von <x> nach in der andern ^ dessen Neigung, von 
aus gerechnet, gleich — 0", von oo aus gerechnet, gleich 180^ — 0* 
ist. Beispielshalber entsprechen sich die positiven Theile der reellen 
Axen, ebenso die negativen. Auch die beiden Einheitskreise ent- 
sprechen einander. 

§ 13. Analytische Beziehungen zwischen beiden Ebenen. 

Analytisch lässt sich das gegenseitige Entsprechen der concen- 
trischen Kreise um den Nullpunkt beider Ebenen und der Strahlen- 
büschel durch denselben folgendermasseu ableiten. 

1 X . y 



Aus X + yi = — T — : = -n — 1 — i 



x+yi x^ + y* x^-\-y^ 

x + yi 



°^ i* + y* (x + yi) {x — yi) x — yi 

Multiplication auf beiden Seiten giebt aber 

X^ + y 2 __. -j-Y—^ , woraus wie oben folgt 3) U = - • 

Durch Division hingegen erhält man 

X-{- Yi x — yi 

X- Yi ~ x + yi^ 

wofür man schreiben kann ^. lg §^^ = - ^ 'g i^f] ' 
Nach § 7 war aber 

*) Nichts hindert uns, das der Betrachtung unterworfene endliche Stück 
der Ebene als Theil einer unendlich grossen Kugel zu betrachten, die also im 
Unendlichen geschlossen ist. 
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die Äbbildimg Z'= j, die, abgesehen ron ein> 
reelle Axe, übereioBtimmt mit der Inversion 
reciproker Radii vectores, und von der man ' 

:y bius eingefCbrten Kreisverwandtschaft über 
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^ t^. mit dem Radius -B ^ r "öd dem llichtu 

.-^ nicht dieser letztere "Vorzeichenwechsel • ~ " 

] ,'(^ identisch mit der Inversion. Zu letzte 
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i -1'. Statt B gemäss der Proportion ; 

\::f. kann man auch folgenden Weg einst 

ir;' gegebenen Punkte aus, wenn er anssr 
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\.i stimme auf letzterem den tächnitt 

:!,;■' beider Tangenten. Zu diesem Puid 
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|: ■; darauf, dass nach Pythagoras OE'' =»1 
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I.' , Punkte sind. Auf die hieraus 
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te (^ + yi) = lg y^^ + J/^ + *" arctan -^> 
also auch 

'g (^ •"" yO = lg r ^^ + y* — * arctan ~> 

so dass durcli Sublraction folfft lg ?_±_^ =s 2 i arctan ~ . 

Hier ist von dem periodischen Zusätze + Jen abgesehen. Anwen- 
dung dieser Formel auf die vorher entwickelte Gleichung giebt also 

arctan ^ = — arctan — • 

JL X 

Arctan w ist aber der Richtungswinkel einer Geraden durch den 

Nullpunkt, so dass man auch schreiben kann 

4) @c= — ^. 

Dieser für unser Beispiel allerdings etwas complicirte Entwicklungs- 
gang wird noch häufiger Anwendung finden. 

In beiden Ebenen entsprechen sich folgende Curvengruppen: 

6) nx, r)=o ^^^f{^y> Ä«)=^' 

7) f[{X+Yi), iX-Yi)yO und/-(^., ^,) = 0. 

Rechts und links kann man die grossen und kleinen Buchstaben 
mit einander vertauschen. Besonders die letzte Gleichung gestattet 
häufig elegante Anwendungen. 

§• 14. In welche Curven verwandelt sich der Kreis P = c 
um den Punkt (a + 6i) der Z- Ebene? 

1. Methode. Die Gleichung des genannten Kreises lautet 

oder 

lX+Yi — (a + bi)] . [X - Ti — (a- hi)] = c\ 

Nach der letzten Gleichung des vorigen Abschnitts geht sie durch 
unsere Abbildung über in 

[dvi - (« + ^*^] • [^i - (« - ^'^h "'- 

Hier mache man jede Klammer gleichnamig und sondere ^"|" * . resp. 
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^■^^—. ab. Setzt man'^dann noch ^rr^ statt — j-^-. und ^ i-ri 

statt T-' , so erhält man 

a — ot ' 



a«+6« 



\'^-^+'{y+^^]{'^-'^^^ 



oder endlich 

Hier ist die eckige Klammer das Quadrat eines Radius vector r^, 

der von dem Puncte ^^~r * = — r-jr- i^ach dem veränderlichen Punkte 

a* -f- a-\-o% 

X ^ yi gezogen ist. Setzt man noch a;^ + 2/^ = ^% so findet sich 
als Gleichung der Curve, die dem Kreise P =8 c um a + 6i ent- 
spricht nach Ausziehung der Wurzel 

8) -^yw+¥=c. 

Bekanntlich ist aber — = ^ die Gleichung eines Kreises, der Curve 

des Constanten Quotienten zweier Radii vectores. Jedem Kreise der 
Z'Ebene entspricht also ein Kreis der z-Ebene^ und umgekehrt findet 
dasselbe statt. 

Bemerkenswerth ist, dass die Ausgangspunkte der Badii vec- 
tores r und r| die Beciproken der Punkte cx> und a + fei sind. 

2. Methode: Man setze in die Gleichung P==c oder 

(X - af + (r - fe)2 = c2 
oder 

2J2 — 2R(a cos + 6 sin @) = c^ — (a^ + fe2) = — t^ 

(wo f^ die Potenz des Nullpunktes in Bezug auf den gegebenen 
Kreis, also entweder die Tangente vom Nullpunkte aus, oder die 
kürzeste Sehne durch denselben bedeutet) für X und Y nach § 13 

die Werthe -rx~« ^^^ ^ . , , resp. für R und die Werthe ^ 

und — d' ein. Nach leichten Umformungen erhält man z. B. als 
Gleichung der gesuchten Curve 

2 , 2 2aa; . 2by JL^ 

^ "T y 1t r ir ■== "" ^» 

Oder (^-«-«j +(» + «^) =-^Si F' 

also die Gleichung eines Kreises mit Badius ^ = ^ , ,,_ ^ um 
den Punkt —^— = »j,T«_ « ' Wichtig ist, dass an Stelle der 



Potenz f^ die redproke Potenz t^ getreten ist* 
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3. Methode. In Fig, 10 sei J. der gegebene Kreis, 0-4 «= e, 
OP = ßi^ OÄ^ = —, OP^ ^^ -y also, da - : - = Cj : e ist, Dreieck 
OAPr^ O^iP,, folglich auch OP^ : A^P, = 0^ : AP. Da end- 
lich j-p = - constant ist, wenn sich P auf dem gegebenen Kreise 

OP e 

bewegt, so ist auch . ' = - constant, d.h. der entsprechende Punkt 

Pj wandert auch auf einem Kreise. Setzt man OP^ = r, -4j P^=r^, 
so ist also - j/a^ -|_ J^ ,__ ^ jie Gleichung des Kreises , was obigem 

Resultate entspricht. Es entsprechen sich also nicht die Mittel- 
punkte beider Kreise, sondern dem Mittelpunkte Ä des einen ent- 
spricht der durch die Polare des Nullpunktes bestimmte Punkt A^, 
so dass die ha/rmonischen Punkte DAE oo in die harmonischen 
Punkte D^A^E^O übergehen^ ein Satz, der sich verallgemeinern 
lässt. In Fig. 10 ist äusserer Aehnlichkeitspunkt beider Kreise, 
was stets stattfindet, wenn der gegebene Kreis den Nullpunkt nicht 
umschliesst. Aehnlich ist die Figur, wenn er den Nullpunkt um- 
schliesst, wobei jedoch der Nullpunkt zum inneren Aehnlichkeits- 
punkte beider Kreise wird. Nimmt man schliesslich, um völlige 
Uebereinstimmung zu erhalten, das Umklappen um die reelle Axe 
vor, so überzeugt man sich leicht, dass jeder den Nullpunkt aus- 

schliessende Kreis durch die Abbildung Z «== j in einen eben sol- 
chen übergeht, der in gleichem Sinne durchlaufen wird, und zwar 
entsprechen sich Inneres und Inneres, Aeusseres und Aeusseres 
beider Kreise. 

Umschliesst hingegen der erste Kreis den Nullpunkt, so um- 
schliesst ihn auch der zweite, jedoch wird letzterer im entgegenge- 
setzten Sinne durchlaufen, und das Innere des einen entspricht dem 
Aeusseren des andern. 

Man entnehme daraus folgende, für das Spätere wichtige Bemer- 
kung: Um wandert man den ersten Kreis so, dass man das abzu- 
bildende Gebiet zur Linken hat, so hat man bei der entsprechenden 
Wanderung auf dem zweiten Kreise das betreflfende Gebiet gleich- 
falls zur Linken. Die Bewegung geschieht überhaupt bei allen ein- 
ander entsprechenden Begrenzungen so, dass man sich auf dem 
gleichnamigen „Ufer'^ der sich entsprechenden Flächen befindet. 

Dem Kreise durch die drei Punkte a^ + 6iii 0^2 + ^2*' ^s + ^3* 

entspricht der Kreis durch die drei Punkte — T-r-y — r 1.-9 — n^' 

Ist der eine der drei ersten Punkte der unendlich ferne, d. h. ist 
der erste Kreis eine gerade Linie, so muss der letztere durch den 
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Nullpunkt geheu. Ist die Neigung der Geraden gegen die positive 
reelle Axe a , so würde durch Inversion ein Kreis entstehen^ der im 
Nullpunkte die reelle Axe unter dem Winkel a schneidet. Durch 
unsere Abbildung entsteht also ein unter — a schneidender Kreis. 
Daraus lässt sich sofort die Isogonalifcät der Verwandtschaft folgern^ 
die in § 15 wirklich abgeleitet wird. 

§ 15. Was entsprieht der Geraden = y dureh den Punkt 

a + 6f? — Isogonalität. 

Die Gleichung dieser Geraden ist 

^"" = tan y , oder arctan y~" =^ y , 

wofür man nach der oben entwickelten Formel schreiben kann 

1 Icr (X--a) + i{Y-^h) _ 1 1^ (X+Yi)-i a + bi) _ 
2»^(X — a) — »(r-6) 2t ö (X— ft)- (a~6») ~^' 

Durch unsere Abbildung geht dies über in 



oder 



X — yt 



Öier ist 



1 1 a-j-hi x — yi a + 6* ^ i 2f / 

2% ^ a — hi' x + yi 1 / .x '^ ' 

1 a hi 1 ^1 ^^ 



zu setzen, so dass man erhält 



1 

2% 



x — yt— \^^:^i't^^^i^J 

oder, wenn man mittels obiger Formel wieder zu dem arcus tangens 
übergeht, 

arctan — arctan ^ + arctan - s= y . 

__ ^ ^ a ' 

^ a« + 6« 

Links stehen die Richtungswinkel der ßadii vectores, die der Reihe 
nach von den Punkten -=-T-r9 — i -^-r^ = — r^- und Null nach 

X -{- yi und von Null nach a -\- bi gezogen sind, so dass man 
schreiben kann 
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9) 'O-, — O- + a = y 

oder d'^ -^ d' = y — a. Es handelt sich also um eine Curve con- 
stanter Differenz der Neigungswinkel der Badii vectores, d. h. con- 

stanten Peripheriewinkels, also um einen \Erm durch Null tmd , , . 

mit dem Peripheriewinkel y — a über der durch diese Punkte be- 
stimmten Sehne. Daraus^ wie auch aus der Schlussbemerkung des 
vorigen Abschnittes folgt, dass der Kreis die reelle Axe im Null- 
punkte unter dem Winkel y schneidet und denselben Winkel über 
ihr zum Peripherie winkel hat. Vgl. Fig. 11. 

Aus diesen Betrachtungen lässt sich Folgendes scbliessen. Der 
Winkel BAC zwischen zwei Geraden, von denen die eine durch 

den Nullpunkt geht, wird bei der Abbildung Z == - ein Winkel von 

derselben Grösse zwischen dem entsprechenden Kreise und der ent- 
sprechenden Geraden, d. h. zwischen letzterer und der Tangente 
des Kreises. Dasselbe gilt von der Geraden AO und jeder andern 
Geraden durch A. Folglich ist der Winkel zwischen zwei belie- 
bigen Geraden durch A gleich dem Winkel, unter dem sich die 
beiden entsprechenden Kreise in Null und A^ schneiden. Schneiden 
sich also zwei beliebige Kreise unter irgend einem Winkel k^ so 
schneiden sich die entsprechenden Kreise gleichfalls unter dem 
Winkel A, denn an Stelle der Kreise kann man die Tangenten im 
Schnittpunkte setzen. Also: Je zwei Kreise (oder Gerade) der z- 
Ebene sehneiden sich unter demselben Winkel, me die entsprechende 
der Z-Ebene. 

Die Abbildung -Z = - giebt demnach eine isogonale Verwandt- 
schaft. Kleinen Dreiecken der einen Ebene entsprechen ähnliche 
und ähnlich liegende kleine Dreiecke der andern, d. h. die Abbil- 
dung ist conform. Nur die Umgebung des Nullpunktes ist hiervon 
auszuschliessen, denn kleine Dreiecke, die diesen umgeben, werden 
in unendlich grosse Flächenstücke verwandelt, zu denen der unend- 
liche Punkt gehört. 

Man hätte, um zu diesem Resultate zu gelangen, einen kür- 
zeren Weg einschlagen können. Der gewählte hat aber den Vortheil, 
direct auf folgende analytische Beziehung zwischen beiden Ebenen 
zu führen: Da dem Kreise P = c um den Punkt a -{- bi der Z-Ebene 

der Kreis - f/a^ + ^^ = ^; ^ Geraden & = y durch diesen Punkt 
der Kreis %'^ — %> -^ a = y entspricht, wo r^ und r Radii vectores 
sind, die von , , . und ausgehen, wahrend %. und %' ihre Nei- 
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gungswinkel sind und cc = ardan — ist, so entsprechen sich in beiden 
Ebenen die Curven 

10) f{P, 0) = und f (^ yW^b\ (^, - ^ + «)) = 0. 



§ 16. Die Bicircularcoordinaten und ilir Zasanunenliang 

mit den Polarcoordinaten. 

Nach vorigem Abschnitt geht das Strahlenbüschel durch einen 
Punkt a + bi (d. h. das Kreisbüschel durch die Punkte a -{- bi 
und oo) und die orthogonale concentrische Kreisschaar durch die 

• 

Abbildung Z = - in eine andere Doppelschaar von Kreisen über, 

nämlich in das Kreisbüschel durch die Punkte — r-ir- ^^^ und in 

die orthogonale Kreisschaar. Dass die beiden neuen Kreisgruppen sich 
rechtwinklig durchsetzen, folgt nämlich sofort aus der Isogonalität 
der Verwandtschaft; auch erkennt man leicht, dass jede Schaar für 
sich eine solche gemeinschaftlicher Potenzlinie ist. lieber diese Kreis- 
schaaren vergleiche man die Lehrbücher der synthetischen Geometrie 
und die geometrischen Betrachtungen von Steiner im 1. Bande des 
Cr eile' sehen Journals. 

Ferner folgt, dass jedem Kreisbüschel durch zwei Punkte 
a -{- bi und ßi + 6,i der z-Woene nebst orthogonaler Kreisschaar 

ein Kreisbüschel der Z- Ebene durch die Punkte — r-i-. und 



a-{-bi ai + 6|i 

nebst orthogonaler Kreisschaar entspricht. Welche Individua aber 
in einander übergehen, erkennt man aus der gegebenen analytischen 
Beziehung. Dem Kreisbüschel 

— X = y 

durch die Punkte a -{- bi ud a^ '\' b^i der Z-Ebene z. B. entspricht 
nämlich nach Obigem das Büschel 

(9 — -^ + «) — U — -^ + «i) = y; 
oder, da die ^ sich heben, das Büschel 

{^ — X) + (S^ — «i) = Y 
oder q) — % = Y — (^ — ^i) durch die Punkte , , . und 



der ;?- Ebene. 

Ebenso geht die Kreisschaar ^ = c, welche zu dem Büschel 
orthogonal ist^ über in die Kreisschaar 

Holzmaller, isogonale Verwandtschaften, 3 
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= c oder ^ 7/ ^, , , ^ = c. 

JP 

Betrachtet man also die Variabelen ^ und ^ — ^ als Coordinaten^ 

so dass jeder Punkt der Ebene ^urch die beiden sich in ihm schnei- 
denden Kreise fixirt wird — ein Coordinatensystem ; von dem das 
der Polarcoordinaten ein specieller Fall ist, und welches man be- 
quem als das der Bictrcular-Coordinaten bezeichnet — so hat man 
zwischen den beiden Ebenen noch folgende Coordinaten- Relation: 
Es entsprechen sich die Curven 

11) /'[|, («_X)]-Ü und 

wobei die Radii vectores p und q, deren Neigungen durch (p und % 

dargestellt werden ^ von den Punkten - , , . und , , . .ausgehen^ 

wenn die Radii vectores P und Q, deren Neigungen O und X sind, 
von a + 6i und a^ + b^i ausgehen. 

§ 17. Isothermische Eintheilung der Ebene mittels 

der Bicircularcoordinaten. 

Als isothermisches Coordinatensystem bezeichnen wir aus später 
zu erörternden Gründen ein solches, durch welches die Ebene in 
ein System rechtwinkliger Flächenstücke eingetheilt werden kann, 
die mit zunehmender Kleinheit der Aehnlichkeit zustreben. Ein 
solches System ist das der concentrischen Kreise und des orthogo- 
nalen Strahlenbüschels, bei dem sogar vollkommene Aehnlichkeit 
der kleinen ,, Rechtecke'' erzielt werden kann. Aus dem isogonalen 

Charakter der Abbildung Z = - geht hervor, dass die Transfor- 
mation einer solchen Rechteckseintheilung auf eine Doppelschaar 
von Kreisen führt, die sich nicht nur rechtwinklig schneiden nnd 
demnach ;, rechtwinklige'^ Flächenräume geben, sondern bei denen 
diese kleinen „Rechtecke" mit zunehmender Kleinheit der Aehnlich- 
keit zustreben. Diegi giebt uns also ein instructives Beispiel con- 
former Abbildung, welches, wie schon früher erwähnt, von beson- 
derer Bedeutung für die Kartographie ist. 

In § 7 war nun gezeigt, dass man die „ähnliche Rechtecks- 
eintheilung'' mittels des Strahlenbüschels durch einen Punkt a -{- bi 
und der concentrischen Kreisschaar erreicht, wenn man die Radien 
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in geometrischer^ ihre Neigungen in arithmetischer Reihe aufein- 
ander folgen lässt, z. B. mit Hülfe der Reihen 



p — Sa />— 2a p—a />0 pa p2a pZa 



folglich erhält man die isothermische Eintheilung mittels des ent- 
sprechenden Kreisbüschels durch und , , . , nebst orthogonaler 
Kreisschaar, indem man den Ausdrücken 

!i y'^T^V' und (^j — ^ + «,) 

Werthe giebt, die diesen Reihen folgen. Dies gilt dann von jeder 
orthogonalen Doppelschaar von Kreisen , so dass man folgenden 
Satz hat: 

Das Kreisbüschel q) — % = y durch zwei Funkte a '\-hi und 

«1 + i\i wndf die orthogonale Kreisschaar £ == e" oder lg ^ :^ a 

theüen die Ebene in ein System von der AehnlichJceit zustrebenden 
Rechtecken ein, sobald a und y die Werthe von Gliedern arithme- 
tischer Reihen annehmen. 

Die Werthe a und y heissen die isothermischen Parameter dieses 
Curvensystems. 

Ist CK == y , so erhält man nach § 7 die Eintheilung in kleine 
;, Quadrate". Diese Eintheilung ist in Fig. 12 auf Tafel III durch- 
geführt und zwar mittels der Werthe 

****' "~8~~' "~8~' "8~' ' 8' T' T' 

Die Figur zeigt zugleich , wie bei der Abbildung Z = — die Kreis- 
schaar und das Strahlenbüschel um resp. durch den reellen Punkt 
+ 1 in ein Kreisbüschel durch 1 und nebst orthogonaler Kreis- 
schaar verwandelt werden. Die sich entsprechenden Quadrate sind 
kenntlich gemacht. U resp. sind die Nullpunkte. 

Man erkennt bei der neuen Rechteckstheilung sofort Folgendes: 
Von drei aufeinander folgenden Büschelkreisen sind der erste und 
dritte reciprok in Bezug auf den zweiten ^ denn ^ die Inversion ver- 
wandelt einen Kreis, der den spiegelnden Kreis schneidet, in einen 
andern, der diesen unter demselben Winkel schneidet. Ferner ist 
jeder Kreis der Schaar gegen jeden beliebigen des Büschels sich 
selbst reciprok^ weil es keinen andern giebt y der den spiegelnden 
in denselben beiden Punkten orthogonal schneidet. Wie also die 
ganze frühere Zeichnung symmetrisch gegen jeden Strahl war, so 
ist die jetzige reciprok gegen jeden Kreis des Büschels, Die Abbildung 
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Z= - verwandelt also Punkte und Gebilde^ die gegen eine beliebige 

Gerade symmetrisch liegen, in solche, die gegen den entsprechenden 
Kreis redprok sind. 

Ebenso giebt die Spiegelung gegen einen Kreis der Schaar jeden 
Büsehelkreis durch diesen selbst wieder, jeden Orthogonalkreis also 
durch einen andern, und da die Aehnlichkeit in den kleinsten 
Th eilen gewahrt bleibt, so folgt, dass auch je drei aufeinander fol- 
gende Kreise der Schaar sich so verhalten, dass der erste ^ gegen 

den zweiten gespiegelt, den dritten giebt. Die Abbildung Z = - 

verwandelt demnach Gebilde^ die gegen einen beliebigen Kreis redprok 
sind, in solche, die gegen den entsprecJmiden Kreis 'redprok sind. 

Sind demnach zwei aufeinander folgende Kreise des Büscliels so- 
wohl, wie der Schaar, willkürlich gegeben, so lässt sich die ganze 
Rechtecksdnthdlung elementar vervollständigen, indem man die Inver- 
sion auf einen der Kreise und der Reihe nach auf alle entstandenen 
anwendet. Man kann die Rechtecksthdlung auch zu beliebiger Kldn- 
keit der Flächentheilchen fortsetzen, indem man z. B. Büschel kreise 
einschaltet, welche die Winkel zwischen aufeinander folgenden 
Büschelkreisen halbiren, und ferner Kreise der Schaar einzeichnet, 
die man durch folgende üeberlegung bestimmt: 

In Fig. 13 sei Ä ein Kreis des Büschels, 1 -und 2 seien zwei 
aufeinander folgende der Schaar. Es soll derjenige (3) eingeschaltet 
werden, durch dessen Spiegelung Kreis 1 in den Kreis 2 übergeht. 
Sind also E und F die Schnittpunkte des Büschelkreises mit 1 und 
2, so muss EF durch das Centrum des gesuchten Kreises gehen, 
der also mit Hülfe der von M aus zu legenden Tangente leicht zu 
construiren ist. 

Beiläufig ist der Satz gewonnen, dass, wenn durch Spiegelung 
gegen einen Kreis ein zweiter in einen dritten verwandelt wird, die 
drei Kreise gemeinschaftliche Potenzlinie haben. Spiegelt man ferner 
die gesammte Figur gegen einen der Kreise, wobei sie sich nicht 
ändert, so ist das Gentrum dieses Kreises Aehnlichkeitspunkt für 
je zwei sich entsprechende, äusserer für die diesen Punkt aus- 
schliessenden, innerer gegen die ihn einschliessenden Kreise. Aus 
letzterer Bemerkung folgen zahlreiche Beziehungen. Wichtig ist, 
dass die Symmetrieverhältnisse, die bd der wirklichen Rechtecksdn- 
thdlung durch Farallelenschaaren. auftreten, in ReciprodtätsverhäU- 
nisse übergegangen sind. 
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§ 18. Einige geometrische Folgerungen. 

Um zu zeigen , wie mit Hülfe der isogonalen Verwandtschaften 
aus bekannten Sätzen der Geometrie neue abgeleitet werden können^ 
mögen einige elementare Betrachtungen eingeschaltet werden. 

1. Alle Kreise, welche zwei sich schneidende Gerade berühren 
und von denen jeder den folgenden berührt, schneiden jede Gerade, 
die mit den beiden andern durch denselben Punkt geht, unter 
constautem Winkel, und ihre Berührungspunkte liegen auf der 
Winkelhalbirenden , gegen welche Symmetrie stattfindet. 

Durch die Abbildung dieser Figur mittels der Function Z = - 

folgt: Kreise innerhalb einer Kreissichel, welche diese und sich 
unter einander in obiger Weise berühren, werden von jedem Kreise 
des zur Sichel gehörigen Büschels unter constantem Winkel ge- 
schnitten und haben ihre Berührungspunkte auf dem die Sichel- 
winkel halbirenden Kreise, gegen welchen ßeciprocität stattfindet. 

Leicht folgt auch, dass die Kreisreihe, welche zu der dem 
Nebenwinkel entsprechenden Sichel gehört, als Berührungskreis den 
Orthogonalkreis des vorigen hat. 

Die Mittelpunkte der Kreisreihe liegen nicht auf dem Berüh- 
rungskreise, wohl aber die Polpunkte für die Büschelpunkte. 

2. Die Reihe von Berührungskreisen im concentrischen Kreis- 
ringe hat folgende Eigenschaften: Die Berührungspunkte der auf- 
einander folgenden Kreise liegen auf einem Kreise, gegen welchen 
Reciprocität der gesammten Figur stattfindet; concentrische Kreise 
zu den beiden Ringkreisen schneiden die Kreisreihe unter constantem 
Winkel; schliesst die Kreisreihe nach einem Umgänge, so schliesst 
sie stets, wie man auch den ersten Kreis der Reihe legt. Dasselbe 
gilt beim Schluss nach mehrmaligem Umgänge. 

Durch die Transformation Z = - geht die Figur in einen ex- 

centrischen Kreisring über, die Reihe der Berührungskreise wird 
eine aus ungleichen Kreisen bestehende. Die genannten Eigenschaften 
bleiben trotzdem bestehen, z. B. besonders der Schliessungssatz. 

Transformationen dieser Art hat Steiner häufig zur Lösung 
geometrischer Probleme angewandt. So kommt z. B. die Inversion 
auch beim Malfatti'schen Problem zur Geltung. 

§ 19. Die isogonalen Trajectorien des Kreisbfischels. 

Die aufeinander folgenden Diagonalpunkte der Rechtecksein- 
theilung mittels des Strahlenbüschels und der concentrischen Kreis- 
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schaar liegen auf logarithmisehen Spiralen. Die logarithmisclie 
Spirale * schneidet also sämmtliche Geraden und Kreise der Ein- 
theilung unter constantem Winkel , sie ist demnach die isogonale 
Trajectorie der Kreisschaar. Sie verhält sich gegen das Strahlen- 
büschel und die Kreise ebenso, wie die Diagonalcurve, die. zur 
Rechteckseintheilung durch parallele Gerade und die Orthogonal- 
sehaar von Geraden gehört; diese Curve ist aber eine gerade Linie. 
Da aber die Rechteckseintheilung mittels Parallelen durch die Func- 
tion ^ = e^ in die Rechteckseintheilung mittels des Strahlenbüschels 
und der concentri sehen Kreisschaar übergeht, so lassen sich in Folge 
der Isogonalität dieser Verwandtschaft die Eigenschaften der loga- 
rithmisehen Spirale leicht aus denen der Geraden ableiten*). Dies 
kommt bei der logarithmischen Abbildung specieller zur Sprache. 
Einiges, was dort entwickelt wird, mag hier als bekannt voraus- 
gesetzt werden. Auch vergleiche man die dortigen Figurentafeln. 

Durch die Abbildung Z = — verwandelt sich nun das Strahlen- 
büschel in ein Kreisbüschel, die isogonalen Trajectorien des Strahlen- 
büschels gehen also über in die des Kreisbüschels. Diese neuen Curven 
bezeichnete Verfasser in der eben citirten Abhandlung als logarith- 
mische Doppelspiralen. Dieser Name ist auch in den kinematischen 
Abhandlungen von ßurmester**) adoptirt worden und mag des- 
halb hier beibehalten werden. Offenbar folgen die Eigenschaften 
dieser Curvenschaar, soweit sie mit Kreisen und Geraden zusammen- 
hängen, aus denen der logarithmischen Spirale, und auch der ana- 
lytische Zusammenhang wird ein einfacher sein. 

• So geht z. B. nach Gl. 10) die Gleichung der logarithmischen 

Spirale 

12) P=cÄ;ö, 

deren Pol der Punkt a + 6i sein mag, durch die Transformation 
Z = — über in die der Curvenschaar 

z 

die sich am leichtesten untersuchen lässt, wenn & = 0, also auch 
a = 0, und a = 1 ist. Dann lautet die Gleichung 



13) 7 = c . Ä; 



^1-^ 



*) Vergl. des Verfassers Abhandlung: üeber die logarithmische Abbildung 
und die aus ihr entspringenden orthogonalen. Curvensysteme. Zeitschr..f. Math, 
u. Physik, Bd. 16. S. 269—289. 

**) Burmester: Kinematisch-geometrische Untersuchungen. Zeitschr. für 
Math. u. Phys. XX. S. 419. 
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Die logarithmisclien Doppelspiralen haben also die Fundamental- 
eigenschafty dass der Quotient der Radü vectores sich geometrisch 
ändert y wenn die Differenz ihrer Neigungswinkel arithmetisch wächst. 

Wird ferner ein System gleichwinkliger logarithmischer Doppel- 

Spiralen von irgend einem Punkte aus der Transformation Z = - 

z 

unterworfen, so geht es wiederum in ein System logarithmischer 
i)oppelspiralen über. Nach Gl. 11) verwandelt sich dabei die Grleich- 
ung 13); in der r^ und r von a^ + 6,i und a -{- bi ausgehen 
mögen, in 

pf a« + &« — c./c , 

welche dieselbe Form hat, sobald man die Wurzel und den Aus- 
druck Ä *»»"-" in die Constante c wirft. Hier gehen p und q von den 

Punkten — r-^-. und — -i-j—. aus. Nur in dem Falle, wo man einen 
a-f-öt ai + öji ' 

ßüschelpunkt zum Inversionscentrum wählt, gehen die Curven in 
logarithmische Spiralen über. Die Ableitung der wichtigsten Eigen- 
schaften dieser Curvensysteme, auf die wir noch mehrfach zurück- 
kommen, geschah zuerst in der citirten Abhandlung im 16. Bande 
der Zeitschr. für Math, und Physik. Sie haben übrigens auch eine 
wichtige geographische Bedeutung als stereographische Projectionen 
der loxodromischen Linien, unten sind diese Curvensysteme an 
geeignetem Orte dargestellt. 

Hier sollen nur einige Eigenschaften angedeutet werden: Con- 
polare logarithmische Spiralen desselben Schnittwinkels gegen das 
Strahlenbüschel schneiden sich nie. Ihre isogonalen Trajectorien 
geben wieder ein gleichwinkliges System logarithmischer Spiralen. 
Mit Hülfe der Orthogonalschaar kann man eine isothermische Ein- 
theilung der Ebene in ;, ähnliche Rechtecke^ erzielen. Die Reihe 
von Berührungskreisen in dem Streifen zwischen zwei solchen Spi- 
ralen hat die Berührungspunkte wiederum auf einer logarithmischen 

Spirale. Alle diese Sätze gehen durch die Abbildung Z = ~ auf die 

z 

logarithmische Doppelspirale über. Es wird sich überhaupt zeigen, 
dass die Sätze der „Kreisverwandtschaft" für diese Curvensysteme 
von besonderer Wichtigkeit sind. Da man die Rechteckseintheilung 
durch Kreisbüschel (im speciellen Falle Strahlenbüschel) und Kreis- 
schaar elementar bis ins Kleinste durchführen kann, sobald zwei 
Ihdividua jeder Schaar gegeben sind, so kann man beliebig viele 
Punkte der Spiralen und Doppelspiralen elementar construiren, wenn 
man den Pol (resp. die beiden Pole) und zwei beliebige Punkte der 
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Spirale kennt Trotz des transcendenten Charakters also sind diese 
iDteressanten Curven einer leichten und eleganten Behandlungsweise 
fähig. 

§ 20. Die Erhaltang der DoppelTerhältnisse. 

In Folgendem sollen einige Sätze der Kreisverwandtschaß von 
Möbius mit besonderer Einfachheit abgeleitet werden. 

In der Z- Ebene liege ein beliebiges Viereck ABCD^ dessen 
Eckpunkte die Punkte a + ^*; ^ + /'^? ^ + y*; d -^^ 8i seien, wäh- 
rend p, Qf r, s seine Seiten sind. Den Ausdruck ^-^ bezeichnet 
Möbius als das Doppelverhältniss der vier Punkte. Vergl. Fig. 14. 

Durch die Abbildung Z = - geht das Viereck in ein Kreis- 
bogen-Viereck ^, i^, 6\ D, der ;2f-Ebene über (Fig. 15), dessen gerad- 
linige Seiten p^ g, r, 5, sein mögen, während 

1 1 1 1 

a-^ai^ 6 + P*' c+yi' d-{-di 

die Eckpunkte sind. (Die Bogen schneiden sich sämmtlich in einem 
Punkte.) 

Fasst man nun p^ q, r und s als Badii vectores auf, die von Ä 

und C ausgehen, so verwandelt sich nach Formel 11) der Ausdruck ^ 



8 . 

resp. — in 



qj 0'^ + y2 resp. ^^ y ^, 



+ a« 



«; 



+ y 
so dass also — nach Hebun&c der Wurzeln in ^^ übergeht. 

Folglich : Entsprechende Punktquaternionen beider Ebenen haben 
die Eigenfhümlichkeit ^ dass ihre Doppelverhältnisse denselben Werth 
besitzen, — 

Aus einem gewissen Grunde merke man auch folgende Form 
des Satzes: Bei der Abbildung eines Vierecks mittels der Function 

Z = - bleibt der Ausdruck (lg i> — lg ff) + (ig ^ — lg s) constant 

In welcher Weise man den Linienzug des Vierecks ausübt, ist 
ganz gleichgültig. Treten z. B. bei der Reihenfolge AB DG die 

Diagonalen w und v als Seiten auf, so zeigt sich, dass auch — 
und ^^^ denselben Werth haben. Dasselbe gilt von dem Doppel- 
verhältniss ^^ resp. -^^ • Andere sind nicht vorhanden. 

Ist das Viereck AB CD ein Kreisviereck ^ so geht es durch In- 
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Version von einem Punkte des Kreises aus in eine Gerade über, und 

^^ mrd eins der ans der synthetischen Geometrie bekannten Doppel- 

Verhältnisse ' von vier Punktefi auf der Geraden. Die Geometrie dieser 
Doppel Verhältnisse ist also ein specieller Fall von der Theorie der 
hier behandelten. Ist z. B. das Inversionscentrum auf einer Gera- 
den gelegen, so gehen harmonische Punkte derselben wieder in har- 
monische über (vergl. § 14). 

Umgekehrt kann man von der Geraden zum Kreise übergehen. 
So ist z. B. in Fig. 16 leicht zu zeigen, dass für je 4 beliebige 
Punkte der Geraden 

^i^A _L iL?«. ^Pi^i + üiPi +gi + >'i) ^ i 
ViWi ' VitVi {pi + g,) {qi + Vi) 

ist. Verwandelt man nun durch die Abbildung Z = - die Gerade 

ö z 

in einen Kreis, so bleibt für diesen nach Obigem ^ 4- ±^ =1 oder 

' ^ VW * VW 

pr -{- qs = VW, Dies gilt von jedem Kreisvierecke, so dass der 
Ftolefnäische Satz auf eigenthümlichem Wege bewiesen ist. 

Als besonders wichtige Analogie sei hervorgehoben, dass bei 
unserer Verwandtschaft die DoppelverhsAtnisse erhalten bleiben, 
während bei der Verwandtschaft der Aehnlichkeit die einfachen Ver- 
hältnisse übereinstimmen. 

§ 21. Die Erhaltung der Doppelwiukel. 

Ein ähnlicher Satz gilt von den Winkeln eines Vierecks und 

denen des durch die Transformation Z = - erhaltenen Vierecks. In 

z 

der Z- Ebene sei wieder das Viereck ABCJD beliebig gegeben. Die 
Neigungswinkel der Geraden p, Q, r, s, v, w gegen die positive 
reelle Axe mögen sein 9?, %} i^t ^) ^j V- Betrachtet man wiederum 
A und C als Ausgangspunkte der Radii vectores, so verwandelt sich 
AB CD in A^B^CiDi und nach Formel 11) 

q) — X i» <Pi—X\+{^ — A) und o — ^ in Oj — ^j + (x — A), 
[x, Xf fi, V sollen die Abweichungen der Punkte ABCD sein]. 

Durch Subtraction folgt, dass (q) — %) — {(o — ^) übergeht in 
qpj — Xi — ■ (^1 — ^1) • ^^^ ^st aber 

g) —x = ^ÄBC, 03 --t = ^ÄDC, 
also ip — G) = ^ CDA. 

Folglich hat der Doppel winkel ABC -{- CDA denselben Werth wie 
der Doppelwinkel des neuen Vierecks, A^B^C^ + C^D^A^, und es 

gilt der Satz: Bei der Abbildung Z = - ist die Summe homologer , 
zu entsprechenden PunMquatemionen gehöriger Gegenwinkel constant. 
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Dasselbe gilt natürlich auch von den andern Gegenwinkelpaaren. 
Da ausserdem das Viereck auf drei verschiedene Arten aufgefasst 
werden kann, so bleiben folgende Doppelwinkel constant: ABC-{- 
CDA und BCD + DAB, ABB + BGA und BB'C+CAB, 
BCA + ABB und GAB + BBC. Für diese sechs Doppelwinkel 
gebraucht Möbius die bei der cyclischen Schreibweise leicht zu deu- 
tenden Bezeichnungen <^ (^JB CD), ^{BGBA), ^{ABBC), 
^ (BBCA), -^ {BCAB), <^ {GABB). — Man achte darauf, dass 
bei der vorliegenden Verwandtschaft die i)ö|)peZwinkel erhalten 
bleiben, während bei der Verwandtschaft der Aehnlichkeit dies von 
den einfachen Winkeln gilt. 

Liegen die vier Punkte z. B. auf einer Geraden, so ist der 

Doppelwinkel gleich 180^. Verwandelt man durch J^ = — die Ge- 
rade in einen Kreis, so bleibt er nach Obigem gleich 180®. Dies 
giebt den Satz über die Gegenwinkel des Sehnenvierecks. 

Statt zu sagen, dass der Doppelwinkel bei beliebigen Transfor- 
mationen Z=- erhalten bleibe, kann man auch sagen, dass dies 

mit seinem Sinus der Fall ist. So ist z. B. für Punkte auf der Ge- 
raden und auf dem Kreise sin (ABGB) =0. 

Um den Zusammenhang mit den Elementen der synthetischen 
Geometrie klar zu legen, wollen wir mit Hülfe des Obigen den Satz 
der synthetischen Geometrie beweisen, der durch die Formel 

(ahcd) = (aBcb) 
ausgedrückt wird. 

Man transformire Fig. 17 von P aus mittels Z= - in Fig. 18, wo- 
bei die Winkel des Strahlenbüschels ungeändert bleiben. Da nun 
sin J.J P, C, = -^ ist, und Aehnliches von den übrigen Winkeln 

gilt, so ist in der gebräuchlichen Schreibweise, da die 2r sich heben, 

sin {ac) sin {bd) Ai (7, . BiDf 

■ ■■-■ - ■■ - S5SS -■■■-■ • 

sin (bc) sin {ad) B^ Cj . A^D^ 
Nach Obigem war aber 

A^Cj.BD _ AG. BD 
Bid.A^D ~ BC.AD' 
also folgt (ahcd) = (aicb). 

Man vergleiche zu § 20 und 21 folgende Abhandlungen von 
A. F. Möbius: 

1) üeber eine Methode, um von Relationen, welche der Longi- 
metrie angehören, zu entsprechenden Sätzen der Planimetrie zu ge- 
langen. Verhandl. der Kgl. Sachs. Gesellschaft der Wissenschaften 
zu Leipzig. Math.-physicalische Klasse-. 1852, I. S. 41 — 54. 
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2) lieber eine neue Verwandtschaft zwischen ebenen Figuren. 
Dieselben Verhandl. 1853. I. Seite 14-24. 

3) Die Theorie der Kreisverwandtschaft, Abhandl. der Kgl. 
Sachs. Gesellschaft der Wissenschaften. IV. Seite 531—595. 

§ 22. Einige Sätze der Kreis -Verwand tschaft. 

Möbius zeigt, wie man von Dreiecksrelatiönen auf Vierecks- 
sätze schliessen kann. Als Beispiel sei der Viereckssatz von 
Möbius-ßretschneider bewiesen. (Fig. 19 und 20.) 

Das Viereck AB CD werde von D aus durch Inversion trans- 
formirt, so dass D, ins Unendliche fällt, während Ä^^ B^, C^ im 
Endlichen liegen. ACy AB und BC werden Kreisbogen, DA^ 
DB und DG Gerade mit denselben Richtungen, wie vorher, von 
denen man ausserdem anzunehmen hat, dass sie sich im unend- 
lichen Punkte, den man sich in irgend welcher Richtung zu denken 
hat, schneiden. Zieht man sämmtliche Sehnen des neuen Bogen- 
vierecks, so erhält man Fig. 20, in welcher die Sehnen G^ D^ , B^Dy, 
und A^Dy^ in beliebiger Richtung als Parallele gezogen sind. Es 

verwandelt sich also — in ^^ d. h. hier in — , da - ==» 1 zu setzen 
ist. Ebenso geht -^ in den gleichen Werth -, — in — über. 

^ VW ° Vx^ VW Vi 

Ferner wird nach dem Satze von den Doppelwinkeln 

1) ABG+GDA =A^B,G^ + G^D,A, = A.B^G, +0, 

2) BGA + ADB = B^G,A^ + A.D^B^^ B^G^A^ +0, 

3) GAB + BDG = G^A^B^ + B,D,G^ =G,A^B, +0. 

Da ferner 

qi sin CfAiBi 

ist, so erhält man der Reihe nach mit Hülfe der übrigen Sinus- 
Verhältnisse folgende Relationen zwischen beiden Figuren: 

^v pr Pi _ sin -Bi CjAi _ sin {B CA + ABB) 

^ qs^ qi~ sin C?i^,5, ~ sin {GAB + BDC) ' 

o\ i^ = ?i = »i^fi^i-Pj _ sin {GAB + BDC) 

^ VW Vi~ sin AiBi Cj """ sin {AB C + CB^) ' 

Q\ vj^ Vx sin Ai Bi C^ sin {A BC -\- CDA) 

^ pr ~px ~ 8in5,C7,^i ~ ^vi{BGA + ADB) * 

Die äusseren Glieder dieser Gleichungen bilden den von beliebigen 
Vierecken geltenden Satz von Möbius-Bretschneider (vergl. Kreis- 
verwandtschaft, Seite 552); der in des ersteren Schreibweise lautet: 

sin (ABGD) : sin (BGAD) = AG. BD :BA.GD=^ {GABD). 
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Beim Kreisviereck entsteht, da z. B. die Winkelsumme ABC-^-DCA 
gleich 180® wird (andere Doppelwinkel werden Null), der unbe* 

stimmte Ausdruck — • 



Es ist von Interesse, zu sehen, was aus harmonischen Punkten 
auf der Geraden yird, für welche .' bc ^^ — ^ ^®** "'^^ entsteht 
ein Kreisviereck, für welches nach § 20 (oder nach Ptolemäus) 

also in unserem speciellen Falle, wo .^ J -pS^- = — 1 wird, 

2A^C^ . B,D^ =2A^D^ . B^C^ = A^i • <^\ A 
ist. Aus harmonischen PunTcten wird also ein Kreisviereck , in dem 
das Prodiid des einen Gegenseitenpaares gleich dem des andern, das 
Diagonalenprodtict also das Doppelte von jedem ist. 

Sind drei Punkte A^B^C^ des Vierecks gegeben, so lässt sich 
der vierte Dy construiren, indem man den Pol F^ von -4, B, bildet 
und F^C^ bis zum Durchschnitte Dj zieht. (Fig. 21.) 

Beweis. 

. A A^CiF^c^ A B^A^F,, also A^Cr'B^A^ = F^C^:F,A,, 

Ebenso 

A B,6\i^i .-xD A B^B^F,, also B^ü, : D,JB, = F^C^ : F,J5,. ' 

Da F, C, = jFj C, und F, A, = F, B^ ist, so folgt ^i^= |i^« , 

also auch A^ C^ • ^i -^i = ^i C'i • -^i -^i ; w^® ^l^®^ verlangt wird. — 
Selbstverständlich schneiden sich auch A^B^ und die Tangenten 
in C, und Dj in einem Punkte, woraus noch eine zweite Construc- 
tion folgt. — Man könnte diese Vierecke als harmonische Kreisvier- 
ecke bezeichnen. 

Weiteres über dieses interessante Gebiet der Geometrie sehe 
man bei Mob ins. Dass ganz allgemein Sätze der Geometrie der 
Lage, soweit sie Gerade und Kreise betreflfen, mit Hülfe der Trans- 
formation Z = — in andere übertragen werden können, ist selbst- 

verständlich. Sätze von Punkten auf einer Geraden (z. B. der Pas- 
cal'sche Satz vom Kreise), von Geraden, die sich in einem Punkte 
schneiden (z. B. der Brianchon'sche) , von harmonischen Punkten 
und Strahlen gehen in leicht auszusprechende über, bei denen nur 
an Stelle der Geraden in der Regel ein Kreis zu setzen ist. 
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§ 23. Bedeiitnng des DiflFereiitialquotienten von Z = — • 

Da bei unserer Abbildung Kreise in Kreise übergehen , so gilt 
dies auch von verseh windend kleinen Kreisen, und je kleiner diese 
sind, um so mehr kann man annehmen ; dass der Mittelpunkt dem 
Mittelpunkte, einem beliebigen Durehmesser d ein bestimmter Durch- 
messer dj entspricht. Ist nun die Entfernung des unendlich klei- 
nen gegebenen Kreises vom Nullpunkt r, die des entsprechenden 

1 . . . . . • . 

— , so wird, wie sich aus der zugehörigen Figur sofort ergiebt, 



also 






«1 = 7«- 



Folglich: Bei der AhhUdung Z == — wird jede Stelle der z-Ebene 

in der Entfernung r vom Nullpunkte im -^fachen Massstabe in die 

Z-Ebene übertragen^ 
Nun ist aber 

-^ = - y, = - -J^fcosC— 2^) + i sin(— 2(p)\ 



= -^ cos(;r — 2g)) + i sin(;r — 2g?) , 



folglich stimmt der absolute Betrag des Differentialquotienten mit 
dem obigen Vergrösserungsverhältniss überein. 

Dasselbe findet, wie sich später zeigen wird, bei allen Func- 
tionen complexen Arguments statt. 

Da ferner der Richtungswinkel g? jedes Punktes der ;2f-Ebene 
in — cp verwandelt wird, die Linie vom Nullpunkte nach ihm also 
um 2 q) gedreht wird , so muss , da sie in entgegengesetzter Richtung 
durchlaufen wird, von jedem Stück ^jB derselben angenommen werden, 
dass es in der :Z-Ebene um den Winkel cp — 2% gegen die Anfangs- 
lage verdreht erscheint. Wegen der Conformität gilt dies von 
jedem kleinen geometrischen Gebilde auf dieser Linie oder in ihrer 
unmittelbaren Nachbarschaft. Nun war aber n — 2 g? die Ab- 
weichung des DifFerentialquotienten , folglich: Die Abweichung des 
Differentialquotienten für irgend eine Stelle giebt bei vorliegender Ab- 
bildung an, um welchen Winkel jedes verschwindend kleine Gebilde bei 
der Uebertragung in die Z-Ebene gegen die Anfangslage verdreht wird. 

Auch dieser Theil des Satzes, gilt von allen Functionen eines 
complexen Arguments. Für die Kartographie ist die Kenntniss 
dieser Vergrösserungs- und Drehungsverhältnisse unentbehrlich. 
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§ 34. Die behandelten Goordinatensysteme genügen der 
Differentialgleichung g^ + fp = 0. 

Theilt man die Ebene mittels der orthogonalen Parallelen- 
schaaren x = a und y = 6 in congruente Rechtecke ein, so müssen 
die Werthe von a und 6 arithmetischen Reihen folgeu. Dass so- 
wohl X für sich, als auch y der obigen DiflFerentialgleichtmg ge- 
nügt^ ist selbstverständlich. 

Nach § 7 geschieht Entsprechendes bei der Eintheilung der 
Ebene mittels der concentrischen Kreise um den Nullpunkt und 
ihrer Radien. Man erhält nämlich ähnliche Rechtecke^ wenn in 
den Gleichungen lg y = « und -9" = y a und y arithmetischen 
Reihen folgen. In Gartesischen Coordinaten lauten beide Gleichungen : 

— \g{x^ + y^) = « und arctan -^ =. y. Differentiirt man aber 

— lg {aP' -|- y'^) zweimal partiell nach x und ebenso zweimal partiell 
nach y^ so giebt die Summe der Resultate identisch Null. 

I^Setzt man z. B. y IgC^r^ + y'^) = t«, so ist ff = ff ^ y»)l ; 

dy^ "" {x^ + y^f ' dx^ ^ dy^~ 'J 

Dasselbe gilt von arctan --, wie man sich leicht überzeugen kann. 

Nach Lame bezeichnet man aber ein Curvensystem, welches sich 
in einer reellen Form u = c schreiben lässt, deren linke Seite iden- 

tisch der Differentialgleichung ä^ + ä~T = ^ genügt, als ein iso- 

thermisches. Die genannten Systeme sind also isothermische im 
Lame'schen Sinne. Es wird sich später zeigen, dass diese Erklä- 
rung der isothermischen Curvensysteme mit der in § 17 gegebenen 
identisch ist. 

Die beiden eben besprochenen Curvensysteme lassen sich übri- 
gens fast übereinstimmeud in folgenden Formen schreiben: 

yhgC^ + yi) + ig(^ — yi)\ = «» 
i [ig(^ + y^ - ig(^ — yi)^ = y • 

Die letztere Gestalt folfft aus der Formel arctan — = ir lg ^ ^^ • 

^ X ^% ^ X — y% 

Handelt es [sich um das Strahlenbüschel durch a -{-hi und die 
concentrische Kreisschaar, so ist die isothermische Form der Gleichung, 
d. h. die Schreibweise, in der arithmetisch aufeinander folgende 
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Werthe der rechten Seiten „Rechteckseintheilung" geben, während 
die linken identisch der Differentialgleichung genügen: 

~ log [{x — af + (y — W\ = «; arctan ^ "" ^ 



Fast identisch sind sie zu schreiben 'in der Gestalt 



= «, 



Y r^g(^ + y*' - (« + ^^ + lg (a; — yi— (a — 6i))l 

kl [lg(^ + »** — (p — &*')) ■- lg (^ — y^* - (a — 6i))l = y . 

Das nächste Isothermensystem hatte man nach § 17 in den Glei- 
chungen 

lg|- = « und (9— ^) = y, 

wo |) und g von irgend welchen Punkten a^-\-'b% und a, + 5j-t 
ausgehen. In Cartesischen Coordinaten lauten die Gleichungen 

1 (a; - g)« + (y ^ &)» 

arctan ^^^^ arctan ^~ ^ = y. 

Auch hier genügen die linken Seiten der DiflFerentialgleichung, die 
man abgekürzt als A w = schreibt. Die beiden fast übereinstim- 
menden imaginären Schreibweisen sind 

Y [lg (^ + yi — (9, + 6^)^ + lg ^a; — yi — (a — 6i)^l 
— 4" [lg (^ + y^' — (ö^i + 6^*i)) + lg f^ — y^' - («1 - \i)\\ = «; 

^ [lg (^ + y^ — (^ + ^**)) — lg (^ - y*' — (a — 6*A1 
— Ä [ig(^ +y^* — («1 + ^1*')) — lg (^ — y^'— («1 — 6ii)^l = y. 

Auf die isothermischen Gleichungen der logarithmischen Spirale 
und Doppelspirale kommen wir später zurück. Als Grund der 
Eigenthümlichkeit, dass der Differentialgleichung genügt wird, mag 
schon jetzt angedeutet werden , dass jede der betrachteten linken 
Seiten der reelle oder der von % befreite imaginäre Theil einer 
Function complexen Arguments ist. 

§ 35. Physikalische Andeutnugen. 

Da der Differentialgleichung A w = genügt wird , so ist die 
Gleichung jedes der betrachteten isothermischen Curvensysteme als 
Integral derselben zu betrachten. Dies ist aber von Wichtigkeit 
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für gewisse Probleme der mathematischen Physik, die auf diese 
Integration hinauskommen. Um für die folgenden abstracteren 
und schwierigeren Untersuchungen zu interessiren , mögen einige 
physikalische Fragen (selbstverständlich ohne Beweis des Zusam- 
menhangs) besprochen werden. 

Ein ebener Plächenstreifen von unbegrenzter Länge, den Fig. 22 
andeutet, werde von den Linien x^) = «^ und a:, = a, begrenzt, 
deren erstere constant auf der Temperatur Null, die andere auf der 
Temperatur 1^ erhalten werde. (Eigentlich müsste von einem auf 
diesem Streifen stehenden Prisma von unbegrenzter Höhe nach 
oben und unten gesprochen werden, von dem der ebene Streifen 
ein Querschnitt ist.) Nach einiger Zeit tritt der Theorie gemäss 
ein stationärer Zustand ein, während dessen jeder Punkt von der 
ejnen Seite her soviel Wärme erhält, wie er nach der andern ab- 
giebt, so dass sich nichts mehr ändert. Dass die halbirende Ge- 
rade, die also den Streifen in congruente Theile theilt, die mittlere 
Temperatur haf, also eine Isotherme ist, wird man ohne Weiteres 
zugeben. Durch fortgesetztes Halbiren erhält man die Tempera- 
turen der übrigen Isothermen. So hat z. B. die Isotherme x = a 

die Temperatur t = " ^^^o *^^ oder, wenn man für a die Variabele x 
einsetzt : 



t = 



Ä — üfo 



«j — ofo 

Diese Function genügt der Gleichung A ^^ = , ist innerhalb des 
Streifens endlich, stetig und eindeutig und hat auf den beiden 
Grenzlinien die festgestellten Temperaturen. 

Dass die Wärme von der einen Linie zur andern orthogonal 
wandert, wird man gleichfalls zugeben. Die Orthogonalen nennt 
man daher Strömungslinien der Wärme, 

Dass Strömungslinien und Isothermen in gewissem Sinne mit 
einander vertauscht werden können, ist hier selbstverständlich. 

Jetzt denke man sich statt der beiden Parallelen zwei concen- 
trische Kreise mit den Radien lg r^^ = a^ und lg r^ = a, auf den 
Temperaturen 0^ und 1^ erhalten. Dann sind offenbar concentri- 
sche Kreise die Isothermen. Nach der Theorie berechnet sich die 
Temperatur der Isotherme lg r = a wieder als 



Vi 






*) Vergl. Lame, Le9on8 sur las coordonnees curvüignes. (Paris, 1859.) 
Pag. 188. 
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und zwar deshalb , weil der in Cartesischen Coordinaten gegebene 
Ausdruck der Diflferentialgleichuhg A t« = genügt, weil er inner- 
halb des Ereisringes endlieh, stetig und eindeutig ist, und weil er 
auf dem Bande die gegebenen Werthe und 1 hat. Die mittlere 
Temperatur liegt also hier auf der Isotherme, welche den Ring in 
zwei ähnliche Ringe zerlegt. In diesem Falle sind übrigens die 
orthogonalen Radien als Stromungslinien aufzufassen. 

Nimmt man zwei Radien als Grenzlinien an, z. B. die Linie 
mit der Neigung d-Q und d"^, so herrscht bei der obigen Tempera- 
turannahme auf der Isotherme d' die Temperatur 

^, — d'o d'i — -O-Q ' 

denn wiederum genügt der Ausdruck den mehrfach ausgesproche- 
nen Forderungen der Theorie. Jetzt sind die concentrischen Kreise 
als Strömungslinien aufzufassen. 

Durch die Abbildung ;? = e^ wird nun die Rechteckseinthei- 
lung, welche den Temperaturzustand des Parallelstreifens veran- 
schaulichte; in die Rechteckseintheilung durch concentrische Kreise 
und Radien übertragen, also ist der Temperaturzustand des concen- 
trischen Ringes gewissermassen eine conforme Abbildung des Wärme- 
zustandes des Parallelstreifens. Besonders wichtig ist für die Kreise, 
dass bei Eintheilung des Ringes in ähnliche aufeinander folgende 
Streifen von Isotherme zu Isotherme gleiche TemperaturdiflFerenz 
stattfindet. Solche Streifen sollen als correspondirende bezeichnet 
werden. Aehnliches findet bei jeder conformen Abbildung und den 
entsprechenden Wärmeaufgaben statt. 

Hat man z. B. zwei nicht concentrische Kreise^ von denen der 
grössere den andern einschliessen oder ausschliessen mag, so con- 
struire man zunächst nach bekannter Methode die Potenzlinie, auf 
welcher die Mittelpunkte des orthogonalen Kreisbüschels liegen, und 
bestimme mittels eines Orthogonalkreises auf der Centrale die bei- 
den Büschelpunkte. In Bezug auf diese lassen sich dann die Kreis- 
gleichungen schreiben: 

lgY = «o lind lg|- = a,. 

Isothermen sind dann die Kreise lg — = a. Auf einer solchen herrscht 

dann die Temperatur 

1, (a;-a)'+ {y - by 

«1 — Uq tti — Uq ' 

wenn a-\-bi und aj + ^i* die beiden Büschelpunkte sind, denn 
wiederum genügt dieses t der Differentialgleichung A w = 0, ist 

Holzmüller, isogonale Verwandtschaften. 4 
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innerhalb des Streifens endlich, eindeutig und stetig, und nimmt 
auf den Rändern die gegebenen Werthe 0*^ und 1® an. Strömungs- 
linieu sind jetzt die Büschelkreise. Die Linie der mittleren Tem- 
peratur ist leicht zu construiren. Es ist derjenige Kreis^ gegen den 
der erste der reciproke des zweiten ist. Vergl. Fig. 13. 

Ein specieller Fall ist der, wo beide Kreise verschwindend 
klein sind^ gewissermassen Punkte, die auf verschiedenen constan- 
ten Temperaturen gehalten werden. Die Zeichnung bleibt dann 
dieselbe. Eine der Isothermen ist die symmetrische Gerade zwi- 
schen den Büschelpunkten. Denkt man sich die kleinen Kreise 
gleich gross, so herrscht auf dieser Geraden, also auch in dem 
unendlichen Bereiche, den keine andere Isotherme erreicht, die 
mittlere Temperatur. 

Nimmt man endlich zwei Büschelkreise als gegebene, z. B. 
die Kreise <p — % = «o ^^^ 9 ~~ % ==* "n ^^ herrscht auf den Iso- 
thermen g) — %=« die Temperatur t = — — ~^? ^^ ^^ ^ ^^ 

setzen ist arctan ^^^ arctan ^ ^ ^ wenn aA-bi und a, + 6,t 

die Büschelpunkte sind. Als Strömungslinien treten wieder die Ortho- 
gonalkreise auf. 

Die Linien gleicher Temperatur entsprechen ganz den Niveau- 
flächen oder Flächen gleichen Potentials im Baume. Im Baume 
ist das Potential für die Fernewirkung eines Massenpunktes auf 
einen andern nach dem Newton 'sehen Gesetze der Ausdruck 

— , wobei c eine von den Massen abhängige Gonstante bedeutet. 
Dieser Ausdruck genügt in Cartesischen Coordinaten der Differen- 
tialgleichung g-^ -f- ö-i "l" ^ = ^ • Er ist constant für concen- 
trische Kugelflächen. 

Man kann auch die obigen Isothermen als Niveaulinien oder 
Linien gleichen Potentials auffassen und demnach die Function, 
welche den stationären Temperaturzustand angiebt, als Potential- 
function betrachten. Der einfachste Fall ist der, wo die Niveau- 
linien concentrische Kreise sind. Man hatte denselben, wenn zwei 
conceutrische Kreise auf cönstanten Temperaturen erhalten .wurden. 
Einer derselben mag, damit einige Analogie mit dem Massenpunkte 
erreicht werde, von kleinem Durchmesser sein, während der andere 
sehr gross -sein mag. An Stelle des Massenpunktes, dessen Cha- 
rakter ein constanter ist, ist also die constante Wärmequelle ge- 
treten. Hierbei wurde die Potentialfunction 
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r 



t= — ^, 

oder, wenn die Constanten in c vereinigt werden, ^ = c . lg r, wäh- 
rend für den Raum — massgebend war. Das neue Potential wird 

daher als das logarithmische bezeichnet. 

Wie nun im Räume vom Potential eines Massenpunktes zum 
Potential mehrerer übergegangen wird, mögen letztere getrennt 
sein oder ein continuirliches Ganzes bilden, eine Linie, eine Fläche 
oder einen Körper von beliebiger Gestalt, so geht man hier über 
zu mehreren Wärmequellen, seien dieselben nun Punkte (kleine 
Kreise) oder Linien. Ein solcher Fall war bereits der auf die nicht 
concentrische Kreisschaar führende, wo zwei Punkte auf verschie- 
denen Temperaturen gehalten wurden. Auf schwierigere Fälle kom- 
men wir später zurück. 

Jedoch auch andere physikalische Probleme stehen unter der 
Herrschaft des logarithmischen Potentials, z. B. folgendes: Man 
denke sich eine unbegrenzte ebene Platte, in welche in gewissen 
Punkten in constanter Weise Elektricität eingeleitet, in änderen, 
eventuell im unendlichen Bereiche, abgeleitet wird, dann stellt sich 
nach einiger Zeit ein stationärer Zustand ein, für welchea die elek- 
trische Spannung jedes Punktes der Platte berechnet werden soll. 
Für den einfachsten Fall, in welchem z. B. Elektricität nur im 
Nullpunkte einströmt, im unendlichen Bereiche ausströmt, hat 
Kirchhoff*) unter Zugrundelegung des Ohm 'sehen Gesetzes theo- 
retisch und experimentell nachgewiesen, dass das Potential, d. h. 
hier die Spannung, 

F = — c lg r 

ist, wo c für , ^ gesetzt ist und E die einströmende Elektricitäts- 

Strömung, h die Leitungsfähigkeit, d die verschwindend kleine Dicke 
der Platte bedeutet. Die Niveaulinien (Linien gleicher Spannung) 
der einzelnen Probleme werden demnach mit den vorher besproche- 
nen Isothermen, die Strömungslinien der Elektricität mit denen der 
Wärme übereinstimmen. Ist z. B. nur ein Ausströmungs- und ein 
Einströmungspunkt im Endlichen vorhanden, so sind die Strömungs- 
linien Kreisbüschel durch beide Punkte, die Spannungslinien ortho- 

♦) Kirch hoff: üeber den Durchgang eines elektrischen Stromes durch 

eine Ebene, insbesondere durch eine kreisförmige. Poggendorfs Annalen 

Bd. 64, 1845, und Bd. 67, 1846. Abgedruckt in desselben ,, Gesammelten Ab- 

handlungen'S Leipzig, Barth, 1881, Seite 1—22. 

4* 
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gonale Kreise. Längs der Stromungslinien kann man die Scheibe 
ausschneiden, ohne den Vorgang zu ändern. Geschieht dies im 
letztgenannten Falle, so hat man eine kreisförmige Scheibe mit zwei 
Elektroden am Bande. Experimentelle Bestätigungen dieser Theorie 
hat besonders Guebhard*), auf dessen interessante Versuche wir 
zurückkommen, geliefert. 

Auf eine dritte Art physikalischer Erscheinungen, derjenigen 
Flüssigkeitsbewegungen nämlich, bei denen ein logarithmisches 
Geschwindigkeitspotential existirt, können wir jetzt noch nicht ein- 
gehen. Besonders die Theorie der freien Flüssigkeitsstrahlen hat 
durch Verbindung mit den Functionen complexen Arguments einen 
wichtigen Schritt vorwärts gethan. 

§ 26. Einige Beispiele Yon inversen Carven. 

Die Anwendung der Inversion auf beliebige Curven bietet einen 
nicht uninteressanten Uebungsstoff. Einige Beispiele seien ange- 
geben. 

1) Die Schaar der confocalen Ellipsen um die Brennpunkte 
+ 1 und der confocalen orthogonalen Hyperbeln gehen durch In- 
version vom Centrum aus in welche Curven über? (Vgl. Fig. 38 a.) 

Die Gleichungen lassen sich in der Form p + Q' = c schreiben, 
wobei diq Radii vectores von + 1 ausgehen. Nach § 15, Formel 
10, geht der Radiusvector p = Cj (Kreis um + l) ^^^ ^ ^^^ 

Kreis — ^1 -|- c^ = c^, wo r^ von -r- und r von Null ausgeht, also, 

wenn die Bezeichnung p beibehalten wird, in ^= C| , ebenso geht 

2 = ^2 über in ^ = c^. Die Gleichung p -j- g = also verwan- 
delt sich in die von Curven mit dem Gesetz der Radii vectores 

r 

wobei p von +1,3' von — 1 und r von Null ausgeht. Wir kom- 
men auf dieses Curvensystem später zurück. Vergl. Fig. 43 a)^ 

2) Die Schaar der confocalen Lemniscaten mit den Brenn- 
punkten + 1 und das orthogonale Büschel gleichseitiger Hyperbeln 
geht durch Inversion vom Centrum aus in welche Curven über?**) 

Es mag als bekannt vorausgesetzt werden — später wird es 
auf einfachem Wege bewiesen — dass die Gleichungen beider 



*) Vgl. Guäbhard: Sur une mäthode exp^rimentale propre & d^ter- 
miner les lignes de niveau dans Tdcoulemeut stationnaire de r^ctricitd etc. 
Comptes rendus, 90, 1880, 26 avril. 
**) Vgl. Fig. 29. 
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gegebenen Curvengruppen sind: p^ .p,^ = c und ^1 + ^2=^ ?) wo 
die Radii vectores von + 1 ausgehen und die d" ihre Neigungen 

bedeuten. Wie vorher ist statt pj und P2 zu schreiben ^, resp. 

— ; also entsprechen den confocalen Lemniscaten die Curven des 
Gesetzes 

wo p^ von + 1 ; i>2 ^^^ — 1 ^^^ ^ ^^^ N^ll ausgeht. 

Nach Formel 10) in § 15, geht -ö^i über in -ö-^ — 9 + ^; wo 
a = ist; ebenso '9*2 in -^2^9^; ^^ ^^^s man erhält 

^1 + ^2 — 29) = y 

als Gesetz der den gleichseitigen Hyperbeln entsprechenden Curven. 
Sämmtliche Curven sind übrigaps Lemniscaten (Cassini 'sehe Linien). 
Vergl. Fig. 32. - ^^ 

3) Die Polargleichung der Parabel für den Brennpunkt lautet 

p . cos^ — = c = Y • W^® lautet die Gleichung der reciproken 
Curven, wenn der Brennpunkt Inversionscentrum ist? 
Nur p verwandelt sich in — . Die Gleichung lai;itet 

1 « %• 

— cos^ -IT = c 
p 2 

und stellt eine Cardioide dar. Es handelt sich um Inversion der Fig. 33. 

4) Auf der positiven Hälfte einer Geraden (Fig. 23) mögen 
zwei Punkte A^ und A^ , auf der negativen, und zwar symmetrisch, 
zwei Punkte JB, und jKj liegen. Zu den Curven ('9'2~"^i) + (9^2"" 9^i) =y 
gehört dann offenbar die symmetrische Senkrechte, und zwar ge- 
nügt dieselbe, da a — ß =0 ist, der Gleichung {d'2 — ^i) + (g?2 — 9i) =0 . 
Ausserdem genügen der letzteren das Stück A^A2 und die Aussen- 
stücke der gegebenen Geraden. Durch Inversion von irgend einem 
Punkte aus gehen aber nach Gleichung 10 des § 15 die Curven 
(-d-j — ^1) + (9)2 — 9i) = V ^^6^ i^ Curven derselben Gleichung 
(denn gewisse Stücke heben sich weg), nur liegen die Ausgangs- 
punkte der fiadii vectores auf einem Kreise, der der gegebenen 
Geraden entspricht. Der Senkrechten entspricht ein orthogonal 
schneidender Kreis , in Bezug auf den Ai und jB, , ebenso A2 und 
B2 reciprok sind. Folglich: Zu den letztgenannten Curven gehört 
(Fig. 24) der Orthogonalkreis und gewisse Stücke des anderen Kreises. 
Die Gleichung ist : (d'2 — -O",) -J- (9)2 — 9^i) = . 

Kirchhoff, der hierfür einen andern Beweis giebt, benutzt 
dies in der citirten Abhandlung zur Lösung des Problems, die sta- 
tionäre Strömung auf einer Kreisscheibe zu bestimmen, wenn die 
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Elektroden JB^ und jBj, irgendwo im Innern liegen. Für die Gleich- 
ungen der Strömungs- und Spannungscurven nimmt er die Punkte 
u4, und Ä2 zu Hülfe. Die Linien d'2 — d'^ -\- {<p2 — 9>i) = y wer- 

den Strömungslinien , die Orthogonalen lg -?^ -|- lg -^ = c werden 

Spannungscurven. Dass dies die Orthogonalen sind, zeigen wir später 
gelegentlich. Man kann dies leicht auf n resp. 2n Punkte ausdehnen. 

§ 37. Litteratur. 

Ueber Potenz, Aehnlichkeitspunkte, Ereisschaaren und Ereis- 
büschel, über Reihen von Berührungskreisen etc. vergleiche man 
Steiner: Einige geometrische Betrachtungen, Crelle's Journal, I, 
Seite 161—184, und die Portsetzung derselben, I, Seite 252—288. 
Abgedruckt in: Jacob Steiner gesammelte Werke, im Auftrage der 
Kgl. Akad. der Wissenschaften zu BenH herausgegeben von Weier- 
strass, Berlin, 1881. I, Seite 17—76. Auch die Lösung des Mal- 
fatti'schen Problems wird daselbst gegeben. 

Ferner Steiner: Die geometrischen Constructionen mittels 
der geraden Linie und eines festen Kreises. Abgedruckt in den 
gesammelten Werken, I, Seite 461—522. 

Ferner die Aufgabensammlung in Steiner: Systematische Ent- 
wickelung der Abhängigkeit geometrischer Gestalten von einander. 
Abgedruckt in den gesammelten Werken, I, Seite 229 — 460. 

Ausserdem Steiner: Theoremes ä demonstrer et problemes ä 
resoudre, Gergonne, Annales de Math. XVIII. Gesammelte Werke, 
I, S. 455. — Das Wesentliche findet man auch in Jacob Stei- 
ner 's Vorlesungen über synthetische Geometrie, herausgegeben von 
Geiser und Schröter. Leipzig, 1867. 

Ueber das Princip der reciproken Radii vectores giebt ein 
besonderes Capitel Geiser: Einleitung in die synthetische Geome- 
trie. Leipzig, 1869. Cap. VIII. 

Uebungsbeispiele zur Inversion giebt Petersen: Methoden und 
Theorieen zur Auflösung geometrischer Constructionsaufgaben. Kopen- 
hagen, Host u. Sohn. Deutsche Ausgabe 1879.* Vergl. auch dessen 
Abhandlung: „Die Steiner'sche Lösung der Malfatti'schen Aufgabe", 
Crelle's Journal, Bd. 89, Seite 127—135. Auch Schröter behan- 
delt diese Aufgabe in Crelle's Journal, Bd. 77, Seite 230. üeberall 
kommt die Inversion zur Anwendung. 

Die Möbius 'sehen Abhandlungen sind schon in § 21 citirt. 
Einige Sätze der Kreisverwandtschaft geben auch Baltzer's Ele- 
mente der Mathematik, Leipzig, 1870, § 14 in Verbindung mit 
einigen Litteraturangaben. 
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Die Abbildung Z=:^ — ^-^ und die Kreisverwandtschaft, 

§ 28. Allgemeiner Charakter dieser Abbildung. 

Der Charakter der Abbildung Z = ^ J[^ soll zunächst ohne 
Rechnung auf elementarem Wege ermittelt werden. 

1) Ist a reell, so bedeutet Z = - dasselbe, wie Z= -, nur 

ist noch eine Vergrösserung sämmtlicher Gebilde der Z-Ebene mittels 
des Factors a vorzunehmen. An Stelle der Inversion gegen den 
Einheitskreis tritt Inversion gegen den Kreis mit Radius ^ um 
den Nullpunkt, denn aus Z\ ]/a = "j/a : folgt die gegebene Be- 
ziehung Z = — ' 

2) Ist a nicht reell, sondern von der Form a, (cos a -{- i sin a), 
so bedeutet Z = — dasselbe, wie vorher, nur wird die Z-Ebene 
noch um den Winkel a gedreht, und zwar um den Nullpunkt. 

3) Z = , , bedeutet folgende Operationen: Jeder Punkt der 

jer- Ebene ist um die Strecke h zu verschieben, darauf mittels des 
neuen Einheitskreises reciprok abzubilden; worauf das Umklappen 
um die neue reelle Axe erfolgt. Es handelt sich also im Wesent- 
lichen um Inversion gegen den Einheitskreis um den Punkt = — 6. 
Daher entspricht dem Punkte = — b der Punkt ^=005 der 

Punkt = entspricht dem Punkte Z = -r^, während ;8f = 00 in 

Z = übergeht. 

4) Z = , , bedeutet dasselbe, nur tritt noch die Vergrösse- 
rung um den Factor a^ und die Drehung um den Winkel a hinzu, 

wenn a = a^ (cos « + i sin a) ist. Bei Z = c -] qj^ tritt zum 

Vorigen noch eine Verschiebung um die complexe Strecke c. 

5) Der allgemeine Fall Z = J^-. erledigt sich demnach fol- 
gendermassen : Durch Ausführung der Division findet man 
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was geometrisch folgender Reihe von Operationen entspricht: 
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Man verschiebe jeden Punkt der jsr-Ebene um die Strecke ^, 
schlage um den neuen Nullpunkt einen Kreis mit einem Badius^ 
der gleich dem absoluten Betrage von i/^fJZ-^ igt führe die In- 

Version gegen denselben durch und klappe die Ebene um die neue 
reelle Axe^ darauf drehe man das Ganze um den neuen Nullpunkt^ 
und zwar um einen Winkel ß, der gleich der Abweichung von 

^"~,^ ist und verschiebe endlich die Ebene um die Strecke -• 
c* c 

Die Inversion konnte auch um den neuen Einheitskreis durch- 
geführt werden, worauf jedoch Vergrösserung mittels des absoluten 

Betrags von — -^ — vorzunehmen war. — Dass man Umklappen und 

Drehung durch das Umklappen um eine Gerade mit der Abweichung 

von y ^ T^ ^ ersetzen kann, wird sich später zeigen. 

Dabei entsprechen sich folgende Punkte: 

(Inversionscentrum 
der Z-Ebene), 



— oo und 


z « 

c 


g = und 


7 ^ 
^ d' 


(Inversionscentrum d , 
der ;8f-Ebene) c 


Z — oo, 


z und 

a 


Z — O. 



Man findet also den Inversionspunkt ^ oder^ wie Mob ins sagt, den 
CentraVpunkt jeder der beiden Ebenen, indem man die Variabele der 
anderen unendlich gross macht und den entsprechenden Werth 
aufsucht. 

Nach dem Gesagten bedeutet die Abbildung mittels der gebro- 
chenen Function 1*®^ Grades eine Inversion j verbunden mit Ver- 
schiebungen, einem Umklappen und einer Drehung, denn die Ver- 
grösserung ist bereits durch den Inversionsradius gegeben. Nur die 
erstgenannte dieser Operationen beeinflusst den geometrischen Cha- 
rakter der Gebilde, folglich behält die neue Abbildung die wesent- 

liehen Eigenschaften der Abbildung Z = —- Aus Capitel III folgt 

demnach : 

Kreisen der z-Ebene entsprechen Kreise der Z-Ebene, die even- 
tuellen Schnittwinkel sind in beiden, Ebenen gleich, die Abbildung ist 
also eine conforme, die Verwandtschaft eine isogonale, und zwar die- 
jenige, welche Möbius als Kreisverwandtschaft bezeichnet hat; die 
Doppelverhältnisse wnd Doppelwinkel bleiben erhalten. 



§ 29. Fälle inyolatorischen Yerhaltens. 57 

Jedem Kreisbüschel durch zwei Punkte ;e^| und ^2 ^^^ ^- Ebene 
entspricht also ein Kreisbüschel durch die Punkte Z^ = — ^-Ttä, ^^^ 

Z^ = ^^*J_ , der Z-Ebene; auch die zugehörigen orthogonalen Kreis- 

schaaren entsprechen einander, ebenso die zu einem Schnittwinkel a 
gehörigen isogonalen Trajectorien. Es bleiben also nicht nur die 
Kreise, sondern auch die logarithmischen Doppelspiralen erhalten. 
Das Strahlenbüschel durch g^ und cx) geht über in das Kreisbüschel 

durch Z^ = ^z^A^d ^^^ ^2 ^^ ~ y wodurch gleichzeitig über die or- 
thogonalen concentrischen Kreise und isogonalen logarithmischen 

Spiralen des ersten Büschels verfugt ist. Dass Kreise durch 

in Gerade übergehen; ist ebenso selbstverständlich. 

Das Strahlenbüschel durch das Inversionscentrum und den 

c 

tmendlichen Funkt ist das einzige, welches wieder in ein Strahlen- 

büschd übergeht, und zwar in das durch das Inversionscentrum - 

und den unendlichen Punkt gehende. Hier bleiben sowohl die con- 
centrischen Kreise, als auch die logarithmischen Spiralen erhalten. 
Welche speciellen Individua der genannten Curvengruppen ein- 
ander entsprechen, lässt sich am einfachsten bei der analytischen 
Formulirung der gegenseitigen Beziehungen beider Ebenen erörtern. 



§ 29. Fälle involutorisclien Yerhaltens. 

Die ümkehrung von 



/^ az + b . . b — dZ d , 
Z = — — f— j ist = —75 = h 



bc — ad 



cZ'\-d cZ—a c ' y a^' 

c 

woraus man sofort die umgekehrte Reihenfolge der Operationen er- 
kennt. Wichtig ist, dass der Badius des Inversionskreises und eben- 
so die Verdrehung dieselbe ist, wie vorher y da der massgebende Aus- 
druck — ~ — derselbe ist, wie ot^en. Das Inversionscentrum ist aber 

jetzt der Punkt — • Verschiebt man die Ebenen so, dass die Inver- 

sionscentra und — zusammenfallen, so kann man mittels einer 

c c - ' 

Drehung und eines Umklappens die vollständige Inversionslage er- 
halten. Dies gilt überhaupt von kreisverwandten Ebenen. 

Möbius nennt dies die involutorische Lage. Der analytische 
Begriff des involutorischen Verhaltens ist jedoch etwas anders auf- 
zufassen. Wir nennen eine Abbildung involutorisch, wenn die in- 
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yerse Function der abbildenden Function mit letzterer übereinstimmt. 

Um dies bei Z.= ; j zu erreichen , hat man nur d = — a zu 

cz + d ' 

zetzen. So erhält man die involutorische Verwandtschaft 



y az -{•}) ^\ ^2. 

cz — a c'/ a ^ 



"- c 



deren Umkehrung in der That von derselben Form ist; nämlich 

hc + a^ 

g ^ aZ+h ^a , c« 

cZ—a c "^ y a' 

c 

Die Inversionskreise decken sich hier vollständig; dennoch befinden 
sich die Ebenen nicht in der Inyersionslage. Ist nämlich ß die Ab- 

weichung von -^^ — , so entspricht einem Punkte, dessen Äbwei- 

chung gegen das Inversionscentrum a ist, ein Punkt, für den letz- 
tere den Werth a — ß hat. Beide liegen also nicht auf demselben 
Strahle durch das Inversionscentrum, wie es die Inversionslage er- 
fordert, auch nicht auf Strahlen von entgegengesetzter Abweichung 
gegen die reelle Axe. Dennoch ist das Verhalten ein involutorisches. 
Auf diese Unterschiede gegen die Möbius'sche Ausdrucksweise 
musste aufmerksam gemacht werden, obwohl sie wenig Bedeutung 
haben. Sie entspringen aus dem hier auftretenden Umklappen der 
einen Ebene um eine gewisse Gerade. Die Lage der letzteren er- 
giebt sich aus den sich selbstentsprechenden PimMen, die hier auf- 
treten. 

Um die letzteren für die Abbildung Z = ^^"^ , zu finden, wo 
sie übrigens von geringerer Bedeutung sind, bestimme man is aus 

der Gleichung = ^^J^j • Man findet zwei sich selbstentsprechende 

Punkte 

a — d'\- Via — d)^ + 4fec 
= ^ • 

Für die involutorische Verwandtschaft Z = — ^tl_ creht dies über in 

cz — a *^ 

a-\-Vä^~+bc 

Um die Verbindu/ngsUnie dieser beiden Punkte geschieht dann das 
Umklappen, Das Inversionscentrum muss im Halbirungspunkte der 
Verbindungslinie von z^ und Z2 liegen, und in der That ist 

Zi -\- Z2 a 

2 c" 
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das obige Inversionsceutrum. Da femer ein Punkt mit der Abwei- 
chung a gegen das Inversionscentrum in einen Punkt mit der Ab- 
weichung — <x + /3 überging, so ist das arithmetische Mittel dieser 

beiden Abweichungen; also ^, d, h. die Abweichung, von 7/_^H:i?!! 

die Richtung der Geraden; um welche das Umklappen erfolgt. Die 

Analogie mit der Abbildung Z =» — ist also eine yoUständige. Bei 

Mobius hingegen giebt es aus einem einfachen Grunde unendlich 
viele selbstentsprechende Punkte. 

Eine specielle involutorische Abbildung ist die durch die noch 
mehrfach zu erwähnende Function 

vermittelte. Der Inversionskreis ist der mit dem Radius j/2 um 
den Punkt + 1 geschlagene. Zur Inversion tritt noch das Um- 
klappen um die reelle Axe, denn die sich selbstentsprechenden 
Punkte 1 + V2 liegen auf derselben. Der Einheitskreis geht in 
die imaginäre Axe über; so dass sein Inneres conform auf eine 
Halbebene übertragen wird. Sich selbst entsprechende Kreise sind 
diejenigen; die den Inversionskreis orthogonal schneiden und ihre 
Gentra auf der reellen Axe haben. 

§ 30. Einige andere Fälle nebst Auwendungeu. 

Aehnlich; wie mit dem letztgenannten Beispiele; verhält es 
sich mit den nicht involutorfschen Abbildungen 

^ 0—1 r^ z — i f^ z + i 

4J = ; — T , Zd = i — :, Ju = ; • 

Z'\-V « + * « — i' 

bei denen die Inversionscentra der Reihe nach — 1, — i und + i 
und die Inversionsradien gleich ^2 sind. Zur Inversion und dem 
Umklappen treten noch Drehungen von je 180^, — 90® und + 90". 
Bei sämmtlichen geht der Einheitäkreis in die imaginäre Axe über; 
sein Inneres wird conform auf eine Halbebene übertragen. 

Gerade solche Abbildungen sind von besonderer Wichtigkeit. 
Nach § 4 geschieht mit Hülfe der Abbildung Z =^ g'^ die Ueber- 
tragung der Halbebene auf eine Ebene, folglich geschieht durch 

gewisse Abbildungen wie z. B. ^ = {^^^ ) die conforme Dar- 
stellung des Inneren des Einheitskreises auf der ganzen EbenC; 
durch Umkehrung dieser Function die der ganzen Ebene auf dem 
Innern des Einheitskreises. Da ferner durch stereographische Pro- 
jection die Eugelfläche auf die ganze Ebene conform übertragen 
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• 

wird, so kann man z. B. mittels obiger Abbildung Karten con- 
struiren, bei denen die gesammte Erdoberfläche conform innerhalb 
eines einzigen Kreises dargestellt ist. Eine solche Darstellung hat 
schon Lambert in seinem mehrfach erwähnten Werke gegeben. 

Mit Hülfe der Abbildung Z = }/ z hingegen kann man die 
Halbebene auf den Raum eines rechten Winkels, mit Hülfe von 

Z =YZ auf den Winkel - übertragen (vergl. § 5), so dass durch 



Z = T/ _ das Innere des Einheitskreises auch auf einen Winkel- 



raum - conform übertraffeu werden kann. 

n ° 

Kartographisch sind solche Darstellungen von geringerem prac- 
tischen Interesse, sie bieten aber sehr instructive üebungsbeispiele 
und leichte Anwendungen auf gewisse Probleme der Physik. 

Auch die von zwei sich schneidenden Kreisen gebildeten „Sichelr 
räume'^ können auf Winkelraum, Ebene und Kreis conform abge- 
bildet werden. Man hat nur nöthig, mittels einer Function von der 

Form — ^J2 ^^ zu transformiren , dass das Abbildungscentrum in 

einen der Durchschnittspunkte fällt. Dies geschieht dadurch, dass 

man — oder — — gleich dem durch einen solchen Punkt repräsen- 

tirten Werthe setzt- Dann gehen die Kreise in Gerade, die Sichel- 
räume in Winkel über, die mit Hülfe der oben besprochenen Ope- 
ration auf ganze Ebenen, Kreise u. dgl. übertragen werden können. 

Jede Abbildung mittels einer Function von der Form Z = — ^^ 

kann durch eine stereometrische Operation ersetzt werden. Durch 
die Umkehrung der stereographischen Projection wird nämlich die 
Ebene conform auf die Oberfläche der Kugel übertragen. Auf letz- 
terer mache man dann einen beliebigen Punkt zum Centrum der 
stereographischen Projection auf die gegenüberliegende Tangential- 
ebene. Die Konformität und Kreisverwandtschaft zwischen beiden 
Ebenen sind dann ohne Weiteres klar gelegt. 

Eine Reihe von Eigenschaften der stereographischen Projection 
und der Kreisverwandtschaft treten also in unmittelbaren Zusamnien- 
hang. Besonders Sätze über Kreisbüschel auf der Kugel , über ihre 
orthogonalen Kreisschaaren und isogonalen Trajectorien , die im 
speciellen Falle loxodromische Linien sind, lassen sich direct aus 
den entsprechenden Sätzen über Kreisbüschel, Kreisschaaren und 
logarithmischen Spiralen und Doppelspiralen ableiten. 

Die obige Abbildung der Kreissichel ist unter Anderem bei 
Kirchhoff, Vorlesungen über mathematische Physik I , S. 288, be- 
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handelt und S. 294 auf ein Problem der Hydrodynamik angewandt 
worden. 

Die Abbildung Z = ^ ^^ , ist durch Hrn. H. A. Schwarz im 

70. Bande des Grelle' sehen Journals mit schwierigeren Problemen 
combinirt zu wichtiger Anwendung gekommen. 

§ 31. Einige fundamentale Aufgaben. 

ce + d ±^iA V^+i 
a ' a 

hat man drei Constante S? ^^ S zur Verfügung. Daraus folgt^ dass 
eine Kreisverwandtschaft zwischen zwei Ebenen — in unserem 
Sinne — vollständig bestimmt ist, wenn zu drei beliebigen Punkten 
der einen wiUkürlich drei entsprechende der andern festgesetzt werden. 
Durch jede dieser Punktgruppen ist ein Kreis bestimmt. Liegen die 
beiden Punktgruppen gleichstimmig auf den Peripherien der Kreise, 
d. h. werden beide in gleichem Sinne durchlaufen, so entsprechen 
sich Inneres und Inneres, Aeusseres und Aeusseres; ist das Gegen- 
theil der Fall, so entspricht das Innere des einen dem Aeusseren 
des andern. [Bei Möbius ist es ein wenig anders, da dort eine' 
Inversion ohne Umklappen zulässig ist, so dass, wenn je drei sich 
entsprechende Punkte beider Ebenen bestimmt sind, erst noch 
festgesetzt werden muss, ob sich Inneres und Inneres, oder Inneres 
und Aeusseres entsprechen sollen. Bei uns hingegen liegen Original 
und Abbildung stets auf demselben „Ufer" der Umgrenzung.] 

Die erste Fundamentalaufgabe ist nun folgende: Die wirkliche 
GestaU der abbildenden Function 

cz + d riz + i 

£su bestimmen f wenn die willkürlich gegebenen Punkte z^, z^^ z-^ der 
z- Ebene den willkürlichen Punkten Z,, Z^, Z.^ der Z- Ebene ent- 
sprechen soUeri. 

Man hat nur nölhig, die Constanten §, ri und g aus den drei 
Gleichungen 

7 -. A+i. 7 _ A±i. 7 _ ^3 + g 

zu bestimmen und ihre Werthe in Z=-^-i— . einzusetzen. 

n^ + i 

In vielen Fällen kann man die Rechnung ersparen. Sollen 
z. B. die Punkte c», und c der je: -Ebene bezüglich den Punkten 
a, &, oo der Z-Ebene entsprechen, so weiss man sofort, dass der 
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Nenner die Gestalt z — c, der Quotient der Factoren, die z oben 
und unten hat; gleich a (man denke an je? = cx>); der der Glieder 
ohne z gleich h sein muss (man denke an ;? «s 0), So folgt sofort 

als abbildende Function Z = ~yE. — » deren Richtigkeit man leicht 
erproben kann. 

Sollen sich ferner entsprechen c», und d in der ^er-Ebene und 
a, 6 und in der Z-Ebene, so ergiebt sich in ähnlicher Weise 

ry az — ad -, z — d 

Z= ^ = ao 



ad hz — ad 

In gewissen Specialfallen erhält man die Verwandtschaften der Con- 
gruenz und der ÄehrUichJceit , z, B. wenn die drei Punkte beider 
Ebenen sich decken ^ oder wenn die unendlichen Punkte einander 
entsprechen sollen. 

Eine zweite Fundamentalaufgabe ist folgende: In der einen 
Ebene ist ein Kreis, ein Punkt z^ seiner Peripherie und ein Pu>nkt z^ 
in seinem Inneren gegeben, in der andern Ebene ein Kreis mit dem 
Mittelpunkte Z^ und einem Peripheriepunkte Z, . Beide Ebenen sollen 
so aufeinander abgebildet werden, dass die genannten Stücke einander 
entsprechen. Wie heisst die abbildende Function? 

Man lege durch Z2 einen Durchmesser und bestimme auf ihm 
mit Hülfe der Polare oder des vollständigen Vierseits oder der Ab- 
bildung Z= — den zugeordneten harmonischen Punkt z^. Das 

Kreisbüschel durch z^ und z^ schneidet den gegebenen Kreis recht- 
winklig. Wählt man also z^ zum Inversionscentrum, so wird das 
Kreisbüschel in ein Strahlenbüschel verwandelt, d. h. z^ fallt ins 
Unendliche, und der gegebene Kreis wird ein Orthogonalkreis, d. h. 
z^ fällt in sein Centrum. Daraus schliesst man, dass die Aufgabe 
sich auf die vorige reduciren lässt, indem sich z^, z^, z^ und Z^^ 
Z2 und 00 entsprechen sollen. Die Function erhält zunächst wegen 
z^ und 00 die Gestalt 

und a und b sind noch aus den Gleichungen 

^ ^i — H ^ ^2 — ^s 

zu bestimmen, womit die Aufgabe gelöst ist, da z^ als bekannt an- 
gesehen werden darf. 

Soll z^ nicht dem Centrum des zweiten Kreises, sondern dem 
unendlichen Punkte entsprechen, wobei jedoch das Innere aufe 
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Aeussere abgebildet wird^ so ist an das Obige im Wesentlichen nur 
noch eine Inversion und ürehung anzuschliessen. 

In gewissen Fällen giebt es interessante graphische Lösungen. 
Sind z. B. in der einen Ebene drei Punkt« jSfj, 02, ^3 gegeben, die 
ein gleichschenkliges Dreieck bilden, in der andern drei beliebige 
Punkte Z^y Z^y Z^, so giebt der symmetrische Durchmesser des 
Kreises durch je?, 1S2 ^3 ^^^^ einen vierten Punkt js^ auf der Peri- 
pherie, und zu den Punkten Z^, Z^, Z^ kann man sofort nach der 
Methode des harmonischen Kreisvierecks (§ 22) einen vierten Z^ 
bestimmen. 



§ 32. Analytische Behandlung der involatorischen Abbildung 

Aus der Gleichung 



1) X+ Yi = 



folgt 



x-\- yi — \ 



2) x—Yi = ^ -y\ + \ . 

^ X — y% — l 

Dass dies der Fall ist, ergiebt sich folgendermassen : 

X 4- Yi = ^ + yi + \ , x — yi—l ^ a;« -f y» — 1 _^ ^ 2y 

"■" x-^- yi — i ' x — yi— i (a; — 1)* -f y* (rc — 1)* + y« ' 

folglich 

■^ Yir= a?^ + y'— l + ^iy ^^ {x — yi + l )i x + yi — l) ^^ x — yi+l 

(Ä— l)2 + y« [x + yi — l){x — yi--l) x—yi — i' 

Multiplication der Gleichungen 1) und 2) giebt 

» {x — i)*+y* q*^ 

WO jR von Null, p von — 1 und q von + 1 ausgeht, oder 

3) E = £ . 

Der concentrischen Kreisschaar R = c um den Nullpunkt der Z-Ebene 
entspricht also die Kreisschaar - = c der 0- Ebene, deren Badii vec- 

tores von — 1 und + 1 ausgehen. 

Wegen des involntorischen Charakters kann man hierbei -^-Ebene 
und jer-Ebene vertauschen. 

Division der Gleichungen 1) und 2), Logarithmirung und Hin- 
zufügung des Factors x-- giebt 



i 
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1 Icr ^+^^ _ 1 Icr ^+^1+1 _ 1 IcT ^ + y*'-^ 
2* *^ X— r*~2* ^Ä-t/i+l 2»^a; — yt — 1' 

oder unter Anwendung der mehrfach gebrauchten Formel: 

arctan f = arctan -4- - arctan -^ , 

X ic + l X — 1 ' 

oder endlich 

4) = q) — x, 

wo @, 9? und X di® Neigungswinkel der Radii vectores U,|) und q 
sind. Den Geraden ® = y durch den Nullpunkt der Z- oder z-Ebene 
entspricht das Kreisbüschel q> — % = y durch die Punkte — 1 und 
+ 1 der resp. Z-Ehene. 

Fig. 12 ist nur bezüglich des Nullpunktes beider Ebenen zu 
modificiren, um diesen Zusammenhang darzustellen. In beiden Ebenen 
entsprechen sieh schliesslich folgende Curven: 



5) 



/•(E, @) = und /•(!, <p-x)=0, 

f(^,^-X^ = und f(r,») = 0, 



wo die Radii vectores von den genannten Punkten ausgehen. 

In ganz ähnlicher Weise ist zu untersuchen, was dem Kreise 
um einen beliebigen Punkt a -{-.ii entspricht. Man geht aus von 

setzt hier Z = X+ Yi, z =^ x -{- yi, und stellt die conjugirte 
Gleichung auf. Multiplication beider giebt dann 

/ _ a« + &g— 1\2 • / 2& y 

also 

WO R von a + bi, p von ^^^!_^ und q von + 1 ausgeht, und 
9, die Entfernung von + 1 nach a -{- bi ist. 

Nur der sehr leichte Fall, wo (1 — ay -\- b'^ = ist, verlangt 
eine etwas andere Behandlung. Dann ist a + 6i= 1, es handelt 
sich also um das bleibende Strahlenbüschel durch + 1. 

In gleicherweise führt die Division beider Gleichungen, nebst 
Logarithmirung und Zusetzung des Factors — . auf 
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2i ^ X- r* — (a — hi) ~ 2» ^^1—a + hi 

"T" 2» ^ . a«+6«-l + 2&* 2t öa;-2/t — 1' 



oder 

2ft 



arctan ^^^ = arctan + arctan -r-y-lv^—^ — arctan — ^ , 

X. — a a — 1 ' g» -f- 0« — 1 X — 1' 

oder 

7) = a + g)^x, 

wo die Winkel die Neigungen der obigen Radii vectores und der 
Constanten Qi darstellen. 

Demnach entsprechen sich die Curven 

jR = c um a + 6i und die Ereisschaaren —j/il — a)^ + 6^ , 
^ s=s y durch a '\'hi und die Kreisbüschel 9? — % + « = y durch 

" + ?♦ + ; und+l, 
und endlich 

8) f(B, *) = und /-[f/ci - ay + fcS (y-Z + a)] =0, 

WO die Variabelen die genannte Bedeutung haben und ausserdem 
beide Ebenen vertauscht werden können. 

So z. B. entsprechen sich die logarithmischen Spiralen 

mit dem Nullpunkte als Centrum und die logarithmischen Doppel- 
Spiralen — = cJc^^x mit den "Grundpunkten + 1; ferner die 

confocalen Ellipsen und Hyperhein P -f- ^ == c und die Curven 

1 2r 

~ + — = c (wo r von 0, p von + 1 und q von — 1 ausgeht), 

also eine bestimmte Art Pascalscher Schneckenlinien (lima9ons) ; eben- 
so gehen die Parabeln mit dem Brennpunkte + 1 i^i Pascalsche 
Schneckenlinien über, zu denen in speciellen Fällen auch Cardioideu 

gehören. Die Kreisschaar ^^ = c um die. Punkte a + 6i und a, + i^ i 

nebst dem orthogonalen Kreisbüschel O — X = y durch diese Punkte 
verwandeln sich in die Kreisschaar 

und das Kreisbüschel 

Holzmüller, isogonale Verwandtschaften. 5 
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(9^ — Z + «) — (9i — % + «i) = y oder (9? — 9?,) + («_«,) =y 

durch die Punkte -i^+J und °' + ^' + | - 

a + bt — l a, + 6ti--l 

Die Uebertragung von Sätzen der gewohnlichen Geometrie der 
einen Ebene in solche der anderen^ z. B. über die Ereisreihen, die 
Doppel verhfiltnisse und Doppelwinkel ^ geschieht ganz in der im 
vorigen Capitel dargelegten Weise. Namentlich lassen sich gewisse 
Eigenschaften höherer Curven leicht aus denen der niederen ab- 
leiten. Beispielshalber sei bemerkt, dass Krummungskreise stets in 
Krümmungskreise übergehen. Liegt also der Inversionspunkt auf 
einem Krummungskreise, so wird dieser eine Gerade und die Curve 
erhält im Berührungspunkte derselben eine Berührung höherer Ord- 
nung, ev. einen Wendepunkt. 

§ 33. Dieselbe Aufgabe für den allgemeinen Fall 

\e~+Yi)z + ih + ki^ ' 
Um analytisch festzustellen, was den Kreisen um den Nullpunkt 
der Z-Ebene entspricht, gehe man aus von der Gleichung 

bilde die conjugirte Gleichung und multiplicire beide Seiten mit 
einander, wodurch man erhält 

oder 

wo j> von - -^^ - i -^^:^ ausgeht, q von - -^^ -*7^- 

Ebenso führt Division und Logaiithmirung beider GleiGhongen 
nebst Zusetzung des Factors 3-: auf die Gleichung 

oder, da jedes Glied ein Arcus tangens ist, auf die Gleichung 
2) qf^a-^~,r-i. 
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wo <&y 9 und X di^ Neigungswinkel der obigen Badii vectores, a 
die Abweichung des Punktes a + 6 i, j8 die des Punktes e -\- fi 
bedeuten. 

Um den Kreis um den Punkt l -\- mi der Z-Ebene zu behan- 
deln, füge man der Anfangs -Gleichung dieses Abschnitts rechts 
und links noch — (2 -f- mi) zu und behandele sie unter geeigneter 
Anordnung des Reellen und Imaginären in derselben Weise, wo- 
durch man auf das analoge Resultat gelangt. Geometrisch Neues 
ergiebt sich nicht, so dass die Rechnung nur den Werth eines 
Uebungsbeispiels hat. Die Theorie dieser Abbildung ist demnach 
als abgeschlossen zu betrachten. 

Zur Litteratur vergleiche man die Angaben des vorigen Capitels. 
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Allgemeines über die Functionen complexen Arguments 

und die conforme Abbildung. 

§ 34. Welchen Bedingangsgleichungen genügt jede Function 

complexen Arguments?*) 

Jede Function von x und yi heisst eine complexe Function. 
Uns interessiren hier nur diejenigen Functionen, welche die beiden 
Yariabelen nur in der Verbindung (x + yi) enthalten, die also 
zweckmässig als Functionen des complexen Arguments (x + yi) be- 
zeichnet werden. 

Sobald w = u '\' vi eine Function des complexen Arguments 
a = X -\- yi ist, genügt es gewissen Differentialgleichungen. Diffe- 
rentiirt man nämlich partiell nach x, so muss, da x nur insofern 
in w enthalten ist, als es in z vorkommt, 

dw dw dz 

dx dz dx 



sein, woraus. 


da 




dz dix + yi) j 
dx (*x 




ist, folgt: 






dw dw 

dx dz 




Ebenso ist 


dw 
dy 


dw 
dz 


dz dw d{x + yi) 
dy dz dy 


. dw 
dz 



*) § 34 und 3ö schliessen sich mehrfach eng an § 5 der Functionentheorie 
von Durege an. Auch vergleiche man die Anfangsparagraphen von Rie- 
inann^B Dissertation. 

5* 
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Aus den beiden letzten Gleichungen folgt endlich die Differential- 

gleichung 

^N dw . dw 

der jede Function complexen Arguments genügen muss. 

Es fragt sich nun, ob umgekehrt jede Function von x und y, 
welche dieser Gleichung genügt^ eine solche complexen Arguments 
ist. Angenommen^ es sei 

dto . dw 

dy dx 

und w zunächst nur Function von x und y^ dann ist das vollstän- 
dige Differential 

dw =^ 1^ dx + ^ dy. 
dx ^ dy ^ 

Ersetzt man hier, der Voraussetzung gemäss, -^ durch i ^, so hat 
man 

Aus z.= X -{- yi folgt x = z — yi^ dies setze man in w ein, so 
dass es eine Function ' von y und b wird , die mit w^ bezeichnet 
werden mag. Das vollständige Differential derselben ist dann 

Durch Subtraction der beiden letzten Gleichungen erhält man 

j j dw j^ dw* j dWi j^ 

dw — dw* = ^- dz — -^ dy wz- dz. 

^ dx dy ^ dz 

Hier ist die linke Seite offenbar gleich Null, so dass man hat 



* [£ - 1?] - "i' '^ 



Nun sind aber dz und dy willkürliche Differentiale, und zwar dy 
reell, dz hingegen complex, also mit ganz beliebiger Abweichung. 
Die letzte Gleichung kann also nur bestehen, wenn die Factoren 
beider Differentiale gleich Null sind. Demnach ist 

^^ = und ^»H- 
dy oz dx 

Aus der ersten Gleichung folgt, dass w^^ woraus x entferut war, 
auch y nicht mehr enthält, also nur Function von z ist, so dass 
y nur insofern in w vorkommen konnte , als es in z enthalten war. 

Statt ^ kann man also jetzt schreiben ^, und geschieht dies in 
der letzten der beiden Schlussgleichungen, so folgt ^ == g^i <J« 1^- 
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auch X kommt in w nur insofern vor, als es in z enthalten ist. Das 
Bestehen der DifferenHdlgleichung 1) ist also nothwendige und hin- 
reichende Bedingung dafür, dass w Function des complezen Argu- 
ments z = X -{- yi ist. 

Man konnte demnach die Function complexen Arguments durch 
diese Differentialgleichung definiren. 

Beispiel: Ist w = x^ — y^'\-2xyi eine Function complexen 
Arguments? 

g = 2a; + 2yi, g = - 2y + 2xi = i^ix + 2yi), 

also ^- = * "ö:: • 

dy dz 

Die Frage ist demnach zu bejahen. In der That ist w^={x -{-yiy. 
Die entsprechende Probe würde zeigen, dass z. B. 

w = x'^ -{- y'^, w = x'^ — y'^y w == x — yi 

keine Functionen von x -\- yi sind. 

Die Function w des complexen Arguments x -{- yi genügt noch 
einer änderen Differentialgleichung. 

Aus der obigen Gleichung 

dw dw j* ^ . dw . dw 
ä^ = d7 ^^g* d^ = 'd7' 

Durch nochmaliges Differentiiren folgt also unter Berücksichtigung 
der sonstigen Bemerkungen 

d — 

d^w dz d{x-\-yi) d^to 

dö^ d~z dx J^^ 

■f dw 

ebenso ^^ = t -^^ ^^ ^ • 

Durch Addition erhält man schliesslich 

Beispiel: Ist w = (x -{- yi)^, so folgt 

|g = 6(a; + yi), ^^ = -6{x + yi), 

also ^-Y + ^-ö = 0. 

Es wird sich im folgenden Abschnitt zeigen, dass der reelle 
Theil für sich und ebenso der imaginäre derselben Differential- 
gleichung genügt. 
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§ 35. Differentialgleichungen 5 denen der reelle und der 
imaginäre Theil der Function complexen Arguments f&r 

sich genfigen. 

Es handle sich wieder um die Function w des complexen Ar- 
guments X -^^ yi. Man denke sich das Reelle vom Imaginären ge- 
trennt, so dass z,^. w ^=u -{- vi v&i, wo u und v reelle Functionen 
von X und y sind. Statt der Gleichung 1) im vorigen Abschnitt 
kann man dann schreiben 

d{u + vi) . d{u -\- vi) 

dy dx ^ 

oder 

du j, » dv . ^ti , . dvi . du dv 

^2/ dy^^^ ^rc • dx dx dx' 

Gleichsetzung der reellen und imaginären Theile giebt 

du dv 



3) 
4) 



dx dy' 

du dv 



dy dx 

Diesen Bedingungsgleichungen genügen also der reelle und der imagi- 
näre Theil einer Function complexen Arguments. 

Da man aus dem gleichzeitigen Bestehen der Gleichungen 3) 
und 4) leicht auf das der Gleichung 1) schliessen kann, so folgt, 
dasSy wenn u und v den Differentialgleichungen 3j und 4) genügen^ 
u -{- vi eine Function complexen Arguments ist. 

Partielle Diflerentiation der Gleichung 3) nach x giebt ferner 

d — 

d^u ___ dy 
dot^ dx ' 

durch Differentiation der Gleichung 4) nach y entsteht ebenso 

^ dv ^dv_ 

d^u dx dy 

dyi dy dx ' 

folglich ist 

^^ dx^^dy^~^' 

Differentiirt man endlich Gleichung 3) nach y, Gleichung 4) nach 
Xy so giebt die Addition der neuen Gleichungen 

6) |!£ + |Ü^^ = 0. 

' dx^ ' dy^ 

Ist demnach u -{- vi eine Function des complexen Arguments x + y i, 
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SO genügt sowohl der reelle Theil u, als auch der imaginäre Theil v 
der genannten partielleti Differentialgleichung*). 

Beispiel: In 

te; = (x -{- yiy = x^ -{- Sx^yi — Sxy*^ — t/»i = ^ + vi 

ist u = x^ — 3xy^, v = 3ic^y — y^. 

Hier ist ^ = 6x, ^t = — ^^' 

Addition beider Ausdrücke giebt also Null. 

Ebenso ist ^ = Gy, |-i = — 6y, also auch hier die Summe 

gleich Null. Dass auch die Gleichungen 3) und 4) erfüllt sind, er- 
giebt sich sofort. 

§ 36. Ist der reelle Theil einer Function complexen 
Arguments gegeben ^ so kann man den imaginären Theil 

bestimmen. 

Aus den gefundenen Beziehungen ergiebt sich folgende Eigen- 
thümlichkeit : Daraus, dass u eine reelle Function von x und y ist^ 
die der Gleichung 5) genügt, v eine ebensolche Function, die der 
Gleichung 6) genügt, folgt durchaus nicht, dass u -\- vi eine Func- 
tion des complexen Arguments x -{-yi sei. Ist vielmehr ein so be- 
schaffenes u gegeben, so lässt sich mit Hülfe der Gleichungen 3) und 
4) eine reeUe Function v so bestimmen, dass u -{- vi eine Function 
complexen Arguments wird**). Diese Bestimmung soll an einigen 
Beispielen durchgeführt werden. 

a) Man überzeugt sich leicht, dass die Function w = o;^ — 3xy^ 
der partiellen Differentialgleichung ^u = genügt. Hier ist 

also nach Gleichung 3) 

- 3y2 und v^ = Hsx^ — 3y'^)dy = 3x^y — y^, 
wozu noch eine willkürliche Function von x treten könnte, die 



1^ = 3:^2 
dy 



*) Cauchy nennt u-^vi, wenn u und v den obigen Bedingungen genü- 
gen, eine monogene Function von x + yi. Der Name ist deshalb gewählt, 
weil eine solche Function, wie in § 37 gezeigt wird, in jedem Punkte jedes 
Blattes nur einen Differentialquotienten hat, nach welcher Richtung sich auch 
das Argument ändern mag. Vgl. Exercices d'analyse et de physique matbe- 
matique. IV. pag. 346. 

**) Jede reelle Function t*, welche der Gl. z^u = genügt, lässt sich also 
als reeller oder imaginärer Theil einer Function complexen Arguments be- 
trachten. Hierin liegt die Umkehrung des vorigen Satzes. 
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nach y constant ist. Ferner ist 0- = — Qxy, also nach Gleichung 4) 

^ B= Qxy^ demnach Vj = jQxydx = 3x^y, wozu noch eine will- 
kürliche Function von y treten konnte ^ die nach x constant ist. 
Diese letztere ergiebt sich aus dem Werthe von v^ als — y^, während 
die bei Vj erwähnte willkürliche Function von x, weil sie in Vj 
nicht auftritt, wegzulassen ist. Die Vergleichung von v, und V2 er- 
giebt also, dass die gesuchte Function 

V = 3x'^y — y^ 

ist. Die zu ti = x^ — 3xy'^ gehörige Function complexen Argu- 
ments ist also 

ii -)- vi = Sx'^y — y^ -{- i {3x^y ■— y^) = {x -{- yi)^, 

der übrigens noch eine willkürliche Constante beigefügt werden kann. 

b) Als zweites Beispiel sei gegeben 

u == lg Yx'^ + y2 = i- lg (a;2 + y'^)^ 

eine Function, die, wie wir bereits wissen, der Differentialgleichung 
^u = genügt. Hier, ist >i- == %_\ z j ^^so nach Gleichung 3) 

auch x- = ,7 — i, folglich v. = / -rr — 9 äy = arctan — • 
dy Ä* + 2/^ ' ° J ^ -\- y^ ^ 

Ferner ist -^ = -^^ — ^, also nach Gl. 4) ^ «= — -^ — - und 
i;« = — / , y g da; = — arctan - = arctan ~ — ^ , 

J ^ ~\~y y X 2 ' 

so dass sich in diesem Falle t;| und V2 nur um eine Constante unter- 
scheiden, deren Zufügung gleichgültig ist. Demnach ist 

V = arctan ^ , 

^Iso i^ -}- t;/ = lg j/x^ + y^ + i arctan - • 

Um dies als Function complexen Arguments zu schreiben, bedenke 
man, dass 

ti = \gy'^+y'' = lgy{x+yiY(x--yi) = ~^lg{x+yi) + ^ 
und 
i;i = i arctan 1 = ^ lg J±|| = ^^ig^x + yi)^lg{x-yi)\ 

ist, woraus durch Addition folgt w + t;i = lg (a; + J/*)* 

Allgemein wäre die Bestimmung von v aus gegebenem u fol- 
gendermassen zu formuliren: Das vollständige Differential der ge- 
suchten Function ist 

dv — ^^^ 4- ^— dy 
^^~ dx ^ dy ^^' 
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o,der, nach den Gleichungen 3) und 4) 

— dx 4- 
dx ' dx 



^«^= ~l^^^ + I^^J/> 



also 



''=-jrJ''+Sfx^y- 



Wir gehen jetzt hierauf nicht näher ein, da dieser Puukt gewisse 
functionentheoretische Kenntuisse voraussetzt, die mit dem Be- 
griff des Integrals complexer Functionen zusammenhängen*). Die 
Andeutungen dieses Abschnitts hatten nur den Zweck, die Wichtig- 
keit der obigen Differentialgleichungen darzuthun und auf «inen 
gewissen Zusammenhang mit Problemen der mathematischen Physik 
vorzubereiten, bei denen es darauf ankommt, eine reelle Function 
w, die der Gleichung Aw = genügt, aus vorgeschriebenen Be- 
dingungen zu bestimmen. Nach Obigem kann man statt dieser 
reellen Function die Function complexen Arguments ti -^ vi be- 
stimmen, wodurch das Problem in der Regel vereinfacht wird. 

§ 37. Der Werth des Differentialquotieiiten einer Function 
complexen Arguments ist unabhäugig von der Richtung, in 

der das Argument sich ändert. 

Es sei IV = w + ^* == / (^) = / (^ + 2/0> ^l^o 

7 du j \ du n 
du^^dx + ^dy, 

dv^^^dx + ^^ dy, 

und das vollständige Differential 

dw = d(u 4- vi) = du + idv -= ^|| + i ||\ da;+ ^|^ + i ||^ dy, 

und endlich der Differentialquotient 



7) dw d{u + vi) 



(du X 'dv\ j . (du dv\ n , 



dz d{x-\-yi) dx-\-idy 

Wäre nun w nicht Function von {x + yO; sondern nur von 
X und yi, fanden also nicht die Beziehungen 3) und 4) statt, so 

würde -ir- von dz, d. h. von der Art der Aenderung, speciell von 

der Richtung derselben, abhängig sein, denn dx und dy, folglich 

auch -^ , sind vollständig willkürlich, und der obige Ausdruck ist 

CLX 



*) Vgl. hierzu Lipschitz: Lehrbuch der Analysis, II, § 125. 
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von -^ abhängig, was man sofort erkennt , wenn oben und unten 
durch dx dividirt wird, wodurch er sich in 



dUidudy.. ^d_v . dv dy\ 
__ dx'^ dy dx ' ^ \dx'^ dy dx) 



dw 
dz ^ , .dy 

verwandelt. Ist aber w Function von x -{- yi^ so kann man nach 

3) und 4) ö^ durch ^ und ^ durch — ^ ersetzen. Hierdurch 
' ^ dy dx dy dx 

erhält mau 



dw 



du dv dy . . f dv . du dy \ 

dx dx dx ' \dx~^ dx dx) 



'+'?. 



.so+'^ö+iii'+'ü) 



du^ , . ^v djß^ ^ 

dx ~^ dx d X 

Welches dy man also auch mit dx combiuirt, stets erhält der Differen- 
tialquotient denselben Werth, als wenn man x allein ändert, d. h. 
der Differentialquotient ist unabhängig von der Bichtung, in der das 
Argument z sich ändert. 

Die Function complexen Arguments hat demnach im Allge- 
meinen an jeder Stelle jedes Blattes x -{- yi einen und nur einen 
bestimmten Differential quotienten , während bei der lediglich com- 
plexen Function diese Bestimmtheit nicht stattfindet. 

Es fragt sich nun , ob imigekehrt eine Function u -{- vi von 
X und yi stets eine solche von (x + yi) ist, sobald der Differen- 
tialquotient unabhängig von der Art der Aenderung des Arguments 
ist. Soll der Ausdruck 7) unabhängig von dz =^ dx -}•■ idy sein, 
so muss es z. B. gleichgültig sein, ob man dx oder dy gleich Null 
setzt. Setzt man dy = 0, so reducirt er sich auf 

dw du . * dv 

'dz~ dx "f" * äS ' 

setzt man dx = 0, so entsteht 

dw »du .dv 

~dz~ ^dy '^dy' 

und sollen diese beiden Ausdrücke, wie verlangt war, gleich sein, 

du dv j 1 • T_ du dv . a i i x j 

so muss ^ = — und zugleich ^ = — g- sein. Aus den letzteren 
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Gleichungen folgt aber^ dass u -f- vi eine Function des complexen 
Arguments ist. 

Der TJmstcmd also,- dass der Differentialquotient einer Function 
w = u -{- vi von X und yi unabhängig vom Werthe des Differen- 
tials dz ist, enthält die nothwendige und hinreichende Bedingung 
dafür j dass w eine Function des complexen Arguments x -{- yi sei. 

Kiemann gab daher die Definition der Function complexen 
Arguments, ganz unabhängig davon, ob ein mathematischer Aus- 
druck für dieselbe vorliegt oder nicht, folgendermassen*): 

„Eine veränderliclie complexe Grösse w heisst eine Function 
einer anderen complexen Grösse z, wenn sie sich mit ihr so ändert, 

dass der Werth des Differentialquotienten -j- unabhängig von dem 

Werthe des Differentials dz ist.^ 

Beiläufig sei bemerkt, wie sich hieraus folgern lässt, dass, wenn 
Z eine Function des complexen Arguments ist, auch z eine Func- 
tion des complexen Arguments Z ist. 

§ 38. Weiteres über den Differential^uotieuten. 

Nach Obigem war 

dto du . . dv 
dz '^^ dx * dx ' 

wofür man nach den Gleichungen 3) und 4) auch schreiben kann 

du .du j dv i ' dv j ji« u dv .du 

■^ t ö-, oder ^ — r * ö— > oder endlich ^ * ^- • 

öx dy^ dy * dx' dy dy 

Der absolute Betrag des Differentialquotienten kann also nicht 
nur in der Form 



») »-/©'+(ii)'. 

sondern auch als 

u. s, w. geschrieben werden. Seine Abweichung hingegen ist zu 

bestimmen aus 

dv du 

10) tang g, = I , oder cos g, = -7^==^^^' 

dx y \^x) "T" \dy) 

wofür nach den Gleichungen 3) und 4) gleichfalls andere Werthe 
geschrieben werden können. 

*) Biemann: Grundlagen für eine allgemeine Theorie der Functionen 
einer veränderlichen, complexen Grösse. Göttingen, 1867, Seite 2. 
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Endlich lässt sich; wie schon bemerkt; noch zeigen, dass der 
Differentialquotient einer Function complexen Arguments gleich- 
falls eine Function complexen Arguments ist. Nach den Glei- 
chungen 8) und 1) ist nämlich 

dw div 1 dio 



also 



folglich 



dz dx i dy ^ 

cx t ex ' dy dy 

r^fdw" 



(dw\ « (d w\ 

\dz) .\dz) 






dy dx 

Der Differentialquotient genügt also der Gleichung 1) und ist 
folglich eine Function complexen Arguments. 

§ 39. Die conforme Abbildung. 

Die ;^-Ebene und Z-Ebene mögen durch die Function com- 
plexen Arguments Z = f{z) oder X+ ^^^'/^C^ + yO ^^^ ^i^" 
ander bezogen werden, so dass' jedem Punkte A oder x -\- yi der 
einen ein Punkt Ä (eventuell mehrere Punkte) der Z-Ebene ent- 
spricht. So mögen z. B. in Fig. 25 den drei nahe aneinander liegen- 
den Punkten ABC der einen Ebene, die drei nahe aneinander liegen- 
den Punkte J., I?j Oj der anderen entsprechen (um die übrigen etwa 
vorhandenen Puuktgruppen A^B^C^ etc. bekümmern wir uns jetzt 
nicht). Den Geraden AB und AC entsprechen im Allgemeinen 
Curvenbogen A^B^ und A^C^, die aber bei der angenommenen 
Kleinheit gleichfalls als Gerade betrachtet werden können. Alle 
Linien lassen sich übrigens, wie die Figur es angiebt, als Differen- 
tiale betrachten. Vorausgesetzt wird noch, dass der Differential- 

dZ 
quotient ~- weder innerhalb A^ B^ C\ , noch in dessen nächster Nach- 
barschaft oder c» werde. 

Nun hat aber der Differentialquotient -^ an der Stelle A^f die 

A entspricht, für alle Richtungen des Differentials denselben Werthj 

also muss -^ = -^ sein, wobei es sich um Quotienten von Strecken 

dz^ u z^ 

handelt, wie im § 4. Sind aber zwei solche Quotienten gleich, so 
sind, wie dort gezeigt wurde, die entsprechenden Dreiecke ähnlich, 
denn die Quotienten der Längen und die Differenzen der Abweich- 
ungen stimmen überein. Also ist auch hier das unendlich kleine 
Dreieck ABC gleichstimmig ähnlich dem Dreiecke A^BiCi. Da- 



§ 40. Die singulären Punkte. ^ 77 

hei zeigt der absolute Betrag des Differentialquotienten ^ an, in 

welchem Gr'össenverhäUniss die beiden Zeichnungen stehen j während 
die Abweichung angiebt, um welchen Winkel homologe Seiten der 
beiden Dreiecke gegen einander gedreht erscheinen. Man erkennt 
dies am deutlichsten bei der Schreibweise 

dZ = dz f{z) = dz * Q (cos d" -{- i sin #). 

Unendlich kleine Theile beider Ebenen, die einander entsprechen, 
sind also im Allgemeinen ähnlich, d. h. die Abbildung ist eine con- 
formCy die bestehende geometrische Verwandtschaft eine isogonale 
in dem schon mehrfach besprochenen Sinne. Besonders wichtig 
ist, dasd unendlich kleinen Kreisen der einen Ebene unendlich kleine 
Ejreise der anderen entsprechen. 

Bezeichnet man mit dZ und dz die Längen von entsprechen- 
den Linienelementen beider Ebenen, so hat man nach § 38 



") ^-^'Mr+<m'' 



'dy- 
wofür man nach den Gleichungen 3) und 4) auch schreiben kann ' 

In der Kartographie wird der durch die Wurzel angegebene Ver- 
grösserungsfactor als Kartenmodul bezeichnet. Er lässt sich, da 

Q = y\i + ^*) (5 — '^i) ist, auch schreiben 

Sein reeiproker Werth spielt eine Rolle in der Theorie der Flüssig- 
keitsbewegungen , bei denen ein Geschwindigkeitspotential existirt. 

§ 40. Die singulären Punkte. 

Die Aehnlichkeit in den kleinsten Theilen wird gestört, wenn 
der Differentialquotient unendlich gross oder unendlich klein ist, 
was nur geschieht, wenn es mit dem absoluten Betrage der Fall 
ist. Es findet dann an der betreffenden Stelle eine unendlichfache 
Vergrösserung oder Verkleinerung statt. Solche Punkte heissen 
singulare Punkte. Sie erfordern stets besondere Untersuchungen. 
Man könnte die Betrachtung auf diejenigen Punkte beschränken, 
für welche der Differentialquotient verschwindet. Ist er nämlich 
unendlich gross, so ergiebt sich aus der Anschauung der Abbildung 
sofort, dass er für die umgekehrte Function Null ist. 

Allgemeineres lässt sich vorläufig nur wenig sagen. Einige 
Schlüsse kann man aus folgender Betrachtung ziehen. 



78 * Fünftes CapiteL 

Angenommen ; für die unmittelbare Nachbarschaft eines Punk- 
tes z, sei die Entwicklung der Function Z = f{0) nach dem Tay- 
lor 'sehen Satze möglich, dann hätte man^ wenn z„ ein benach- 
barter Punkt ist, 

/•(;?„)= Z„^az)+ '^f'{z:)-\- ^-^f^f\z,)^ (f^ f" (5,) + • • • • , 

wobei zunächst anzunehmen ist^ dass keiner der Differentialquotien- 
ten unendlich gross wird. Da Z^ = f{z) ist, kann man auch 
schreiben 

• 
Verschwindet nun der erste Differentialquotient nicht, so kann 
man z,, — z, so klein wählen, dass das erste Glied über alle ande- 
ren dominirt, so dass man, unter Vernachlässigung der letzteren, 
schreiben kann 

Z„-^, = {z„-z,)f'ie,), 

was dasselbe ist, wie dZ = dz -f{z^. Man hat also das Resultat 
des vorigen Abschnitts wiedergefunden. Ist also z„ variabel, z, fest, 
und wandert z,, auf einem kleinen Elementarkreise mit Radius r, 
um den Punkt z,y so wandert Z„auf einem Elementarkreise der andern 
Ebene, dessen Radius das 9-fache des vorigen ist, wenn q den ab- 
soluten Betrag des Differentialquotienten bedeutet, um den Punkt Z, . 

Ist hingegen f{z) =0, so wird der zweite Differentialquotient 
massgebend, und mant erhält 

Z„-Z,=={z,-z)'^.f\z,). 

Hier ist f" {z^ als Differentialquotient der Function complexen Ar- 
guments f'{z^ für alle von z, ausgehenden Differentiale eine con- 
stante Grösse. Wiederum sei z, constant, z„ variabel, und zwar 
wandere letzterer Punkt auf einem kleinen Kreise um z,. Wan- 
dert er von bis 180®, so wandert {z„ — z^' offenbar um den 
doppelten Winkel, die Wanderung von bis 360® macht also einen 
doppelten Umgang nöthig, wie dies in den §§ 3 bis 5 auseinanderge- 
setzt wurde. Hat also die ;Sf- Ebene an der Stelle z^ keinen Win- 
dungspunkt, so wird die Z-Ebene an der entsprechenden Stelle Z, 
mit einem Windungspunkte 1*®' Ordnung behaftet, und an Stelle der 
schlichten Ebene z. B. tritt eine zweiblättrige. Die AehnlieJikeU 
wird also insofern gestört, als dem Winkel a zwischen zwei Diffe- 
rentialen dz, und dz„, die von z, ausgehen^ ein Winkel 2« zwischen 
den entsprechenden Differentialen der Z-Ebene entspricht. (Der Ele- 
mentarkreis der Z-Ebene hat selbstverständlich wieder den p-fachen 
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Durchmesser^ wenn q den absoluten Betrag des zweiten Differen- 
tialquotienten bedeutet.) 

In diesem Falle wird z. B. eine den Punkt 0, durchlaufende 
Curve in eine solche verwandelt, die in Z, einen 'Rückkehrpunkt 
hat, denn der Winkel 180 » geht in 360 » über. Die Diametral- 
punkte 0„ und 0,,, des Elementarkreises der jer-Ebene entsprechen 
also ein und demselben Punkte Z,, des Elementarkreises der Z-Ebene, 
so dass die ümkehrung der Function mehrdeutig ist. Die Frage 
der singulären Punkte hängt also mit der Vieldeutigkeit der Func- 
tionen zusammen. 

Verschwinden hingegen die beiden ersten Differentialquotien- 
ten, so wird 

so dass dem Winkel a zwischen zwei Differentialen der jef-Ebene, 
die von 0, ausgehen, ein Winkel 3a in der Z- Ebene entspricht. 
Dem Winkel 180® entspricht dann z. B. ein Winkel von 540® oder 
180^, so dass kein Rückkehrpunkt entsteht. Wohl aber entsteht 
ein solcher, wenn die Curve in der ^-Ebene an fraglicher Stelle 
eine Ecke mit dem Winkel 120® bildet. Die Z-Ebene hat jetzt, 
wenn die ^-Ebene schlicht war, einen Windungspunkt 2*«' Ordnung 
und ist dreiblättrig zu denken. 

So kann man fortfahren. — Bei Betrachtung der einzelnen 
Functionen kommen wir auf die gegebenen Andeutungen in ein- 
gehenderer Weise zurück. Sieb eck nennt übrigens die Punkte 
der Z-Ebene, für welche f'(ß) =0 ist, BrennpunJcte der Curven- 
systeme der Z-Ebene. 

§ 41. Die isothermisclieii Curvensysteme. 

Durch zwei orthogonale Parallelenschaaren kann man die jSf-Ebene 
in ein System congruenter Rechtecke eintheilen, die im speciellen 
Falle Quadrate sein mögen. Bildet man die so eingetheilte Ebene 
mittels einer Function complexen Arguments Z = f(z) auf die 
Z-Ebene ab, so verwandeln sich die beiden Parallelenschaaren in 
zwei Curvensysteme, die sich in Folge der Conformität der Abbil- 
dung rechtwinklig schneiden. Sind die Rechtecke der ;8f-Ebene ver- 
schwindend klein, so entsteht eine Eintheilung der Z-Ebene in 
kleine rechtwinklige Flächenräume, die denen der ;8;-Ebene ange- 
nähert ähnlich sind, also mit zunehmender Kleinheit auch unter 
sich der Aehnlichkeit zustreben, so dass wir ein Recht haben, von 
,yähnlichen Rechtecken^ zu sprechen. In diesem Sinne kann man 
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z. B. von einer Eintheilung der Ebene in ^^kleine Quadrate^ reden, 
die durch zwei orthogonale Curvensysteme herbeigeführt wird. 

Schon in § 24 und 25 wurde angedeutet, dass man Curven- 
systeme, mit denen man eine solche Eintheilung erreichen kann, 
als isothermische bezeichnet. Als solche Systeme lernten wir bereits 
kennen 

1) das Strahlenbüschel durch einen Punkt und die orthogonale 
concentrische Kreisschaar, 

2) das Ereisbüschel durch zwei Punkte und die orthogonale 
Ereisschaar. 

Ferner werden wir noch kennen lernen 

3) das System der confocalen Ellipsen und Hyperbeln, 

4) die Doppelschaar confocaler orthogonaler Parabeln, 

5) das System confocaler Lemniscaten und das orthogonale 
Büschel gleichseitiger Hyperbeln, u. s. w. 

Hingegen würde z. B. das System ähnlicher Ellipsen mit gemein- 
schaftlicher Axe und Centrum nebst der orthogonalen Curvenschaar 
nicht hierher gehören. M:in kann hier zwar einen der elliptischen 
Elementarringe in ^ Quadrate^ eintheilen, die Fortsetzung dieser 
Zerlegung auf die übrigen Ringe durch die angewandten Orthogo- 
nalcurven würde aber auf nichtähnliche Rechtecke führen. Schon 
früher deuteten wir an, dass das Charakteristicum der Isothermen- 

schaaren mit der Differentialgleichung y^ -|- ^-^ = zusammen- 
hängt. Dies erklärt sich folgendermassen : Die abbildende Func- 
tion sei 

ihre ümkehrung 

a; -f. y e = g) (X + Y%) . 

Zu letzterer bilde man die conjugirte Function, indem man nicht 
nur in X + ^ij sondern auch in den vorkommenden Constanten, 
— i an Stelle von + ^ setzt, so dass man hat 

X — yi = q)^(X — Yi) . 

Durch Addition erhält man dann 

cp(X + Yi) + 9),(X -Yi) 

durch Subtraction 

q>{X+Yi)-q>,{X-Yi) 

y= —21 • 

Den Parallelen x = a und y = h der ;e?-Ebene entsprechen also die 
orthogonalen Curvensysteme 
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i£) 2 = a, 

13) y (x+rt)-<p,(3:-r») ^ j 

Da man nun die Eintheilung der je^-Ebene in kleine congruente 
Beclitecke erhält^ wenn a und h die Werthe einer arithmetischen 
Reihe annehmen, so erhält man die Eintheilung in kleine ^^ännliche 
Rechtecke" in der Z-Ebene, indem dasselbe mit den rechten Seiten 
von 12) und 13) geschieht. So können z. B. a und 6 folgende 
Werthe annehmen: 

. . . ., — 3a, — 2a, — a, 0, a, 2a, 3a, .... 

. . . ., — 3^, — 2ßy — ß, 0, ßj 2ß, 3ß, . . . ., 

und zwar erhält man die Eintheilung in „kleine Quadrate^, wenn 
a = ß ist. Die Ausdrücke a und h heissen die isothermischen Para- 
meter der beiden Curvensysteme. 

Nun ist aber x der reelle Theil der Function complexen Argu- 
ments g?(X+ !Fi), y der von i befreite imaginäre Theil derselben, 
folglich genügt nach den Gleichungen 5) und 6) x sowohl, wie y, 

der Differentialgleichung ^^^ + 0^2 =^ 0, und dasselbe gilt von den 

linken Seiten der Gleichungen 12) und 13), die nun als Integrale 
der Gleichung ^du = zu betrachten sind. 

Die früher angegebenen Definitionen der isothermischen Cur- 
vensysteme, deren eine auf der Möglichkeit der Eintheilung 
der Ebene in unendlich kleine Quadrate beruhte, während die 
andere verlangte, dass das System sich in Cartesischen Coor- 
dinaten in einer reellen Form w = c schreiben Hesse, deren 

linke Seite der Differentialgleichung ^-j-^=0 genügt, sind 

also vollkommen identisch. Der Name „ isothermisch '^ beruht auf 
den früher angedeuteten physikalischen Gründen. 

Die isothermischen Curvensysteme leisten als krummlinige Coor- 
dinaten ganz ausserordentliche Dienste. Wie man in der jSf-Ebene 
jeden Punkt durch seine Coordinaten x= a und y = b fixiren 
kann, so kann man dasselbe mit jedem Punkte der Z-Ebene mit- 
tels der isothermischen Coordinaten 

die sich in ihm schneiden. Dies ermöglicht die üebertragung der 
Geometrie der jS^-Ebene in eine neue Geometrie der Z-Ebene. Den 
Curven f{xy) = der ;sr-Ebene entsprechen dabei die Curven 

Holsmüller, isogonale Verwandtschaften. 6 
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14) f\'P^+ Yi') + 9iiX -Yi) ^ g>{X_+Yt) -ViiX--_Yi)l _ ^ 

der Z-Ebene^ und viele Eigenschaften der letzteren lassen sich so- 
fort aus denen der ersteren ableiten. Die späteren Beispiele werden 
dies näher erläutern. 

Selbstverständlich kann man mittels der behandelten Function 
X + Yi = f{x -^ yi) auch von der Z- Ebene zur j?; Ebene über- 
gehen, da die conjugirte Function X — Ti = f^(x — yi) auf 

und 

y _ f(iß + y ^) — fi (^- yi) 

schliessen lässt, so dass den Curven X = a und Y ^=b die Ortho- 
gonalschaaren 

fisc + yi) + fi(oi:- yi) „„j f(^+yi)-fi(oc-yi) _y 

— — a una ^^ — o 

entsprechen, von denen sich dasselbe, wie von den obigen, aus- 
sagen lässt. 

Analytisch folgt die Orthogonalität beider Schaaren noch aus 
der Differentialgleichung 

^ dx ' dx '^ 'dy dy ' 

die sich aus den Gleichungen 3) und 4) durch Multiplication ergiebt. 
Ist nämlich fixy) = c die Gleichung einer Curvenschaar, so ist 
ihre Differentialgleichung 

dx "^ dy dx ' 

also 

df{xy) 

a) ^^ = — ^^ 

df{xy) dx' 

dy 
(Vgl. den Satz von der impliciten Differentiation). 

Aus der Betrachtung zweier orthogonaler Curvenstücke AB und 

BC (Fig. 26) ergiebt sich aber 

dy dXi 

dx dyi 

Setzt man dies in die vorige Gleichung ein, so erhält man als 
Differentialgleichung der Orthogonalschaar 

dfi (xy) 

n^ dx dx 

P^ dfi^cy) dy ' 

dy 
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Die Curvenschaaren f{xy) = c und /*, {xy) = Cj sind also Ortho- 
gonalschaareu ^ wenn 

dfjxy) dfyjxy) 

dx dy 

dfjxy) ~ dfijxy) 
dy dx 

ist. Setzt man aber für f(xy) und f^ (xy) den reellen resp. imagi- 
nären Theil der Function X + Yi ^=: ip{x -\- yi) ein, so erhält man 
leicht die obige Gleichung 

dx dx ' dy dy 

als Bedingungsgleichung dafür, dass die Curvenschaaren X = a und 
Y = 6 orthogonale sind. Diese ist aber in Folge der Gleichungen 
3) und 4) erfüllt 

§ 43. Ableitung neuer isothermenschaaren. 

Neben diesen Hauptsystemen von Isothermenschaaren giebt aber 
jede Function complexen Arguments noch zu zahlreichen anderen 
Veranlassung. So folgt z. B. aus 

Z+ Ti = ax+yi) 
und X — Yi = fy{x ■— yi) 

durch Multiplication 

X^+Y^ = fix-\-yi)U{x-yi), 

so dass den Kreisen lg i2 = a die Isothermenschaar 

\ lg [A^ + yi) 'fxipc — yi)J = a, 
öder 

16) { [lg fix + yi) + lg /l {X - f/O] = a 

entspricht; deren linke Seite ebenso, wie - lg {X? + Y'^)j als reeller 

Theil der Function IgA^ + yO ^^^ partiellen Diflferentialgleichung 
^ti «= genügt. 

Ebenso gelangt man durch Division der conjugirten Aus- 
drücke auf 

X+Yi _ f(x + yi) 

X-Yi~ r^ix-yi)' 
woraus folgt 

-2T ^s fi-S = -h \^sn^ + 2/0 - ig/*i (^ - yi)\ 

Für die linke Seite schreibe man, wie früher, arctan -^ , dann sieht 

6* 
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man j wie dem StraMenbüBchel 9 -==■ arctan ^ = 6 dorch Null die 
zur Schaar 15) orthogonale Isothermenscliaar 

entspricht, die als der Ton i bestimmte imaginäre TheU der Func- 
tion ig f(x '\' y f ) gleichfalls der Differentialgleichmig ^ « <== 
genügt 

Dies giebt zu nenen Bechteckseiniheilnngen Anlass. 

Aehnlich ist es mit den concentrischen Kreisen um einen be- 
liebigen Punkt a -{- bi der Z-TSbene und dem Strahlenbüschel durch 
denselben« Zu diesem Zwecke multiplicire und dividire man, wie 
oben, die conjngirten Gleichungen 

X+Yi — {a + hi)=f(z + yi) - (a + 6f) 
und 

X—Yi — {a- hl) = f,{x — y%) - (a - 6f). 

Die linke Seite geht durch Multiplication über in 

iP = (x-o)' + (r-6)s 

durch DiTision, Logaritiimirang und Zasetzmig des Factors -^ in 

arctan ^^^ - -1 Lr ^T + Tf - (a + ft») 
arctan ^_^— 2, « x- r.-(a + 6t)' 

80 dass der isothermischen Ereisscbaar lg iZ = e am den Punkt 
a -\-hi der Z-Ebene die Isothermenschaar 

18) |[lg (AÄ+yt)— (o+6t)) + lg(/"i(«— yO- («-6»))] =• c, 

dem Strahlenbüschel arctan -^ = y durch diesen Punkt die zu 

X — a ' 

18) orthogonale Isothermenschaar 

1^) 2\[»g(A«+y»)-(«+6t))-ig(/;(x-yi)-(«-6t))]=y • 

entspricht. Auch hier genügen die linken Seiten der DifiEerential- 
gleichung ^u «= 0, und die Eintheilung der j?- Ebene in ähnliche 
Rechtecke wird durch arithmetische Werthfolgen Ton c und y erzielt. 

Von Wichtigkeit ist die Bemerkung^ dass jede Cunrenschaar, 
welche die Parallelenschaar X = a und Y =b isogonal durchsetzt^ 
wiederum eine Parallelenschaar , also eine Isothermenschaar ist. Ist 
der Neigungswinkel a, so hat die Gleichung die Form 

wo A = tan a, b der Schnittpunkt auf der imaginären Axe ist. 
Die Orthogonalschaar lässt sich z. B. schreiben 

r+4-x = a, 
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wo a der Schnittpunkt auf der imaginären Axe ist. Beide Glei- 
chungen genügen mit den linken Seiten der Differentialgleichung 
zJu = 0. Arithmetische Werthfolgen von a und b geben die Ein- 
theilung in ähnliche Rechtecke. Statt beider Gleichungen kann man 
schreiben 

X+Yt — (X-i't) j X+Yi + (X—Yi) , 

X+Yi-(X-Y i) , 1 {X+Yi) + {X-Yi) ^ 

Setzt man wieder /"(a? + yi) und f^ (x — yi) für X -\- Yi resp. 
X — Yiy so erhält man die Gleichung neuer Isothermenschaaren; 
welche das System der Curven 

f ix + y*) + A (a? — yO ^ ^ ^jj j /•(a; + ye) — ACa^ — yi) ^ , 
2 2i 

isogonal durchsetzen. So ergiebt sich beiläufig der Satz^ dass iso- 
gonale Trajedorim eines isothermischen Curvensystems stets wieder ein 
isothermisches Curvensystem gehen. 

Man kann dies jedoch geometrisch ohne Weiteres erkennen, 
da man die Trajectorien als Diagonalcurven der ^ähnlichen Recht- 
eckseintheilung^ betrachten darf. 

Die beiden neuen Systeme lassen sich schreiben 

a^±is) (^- A-i) + ''-^^^\- Ä-\-i)^b. 

Links steht also in diesem Falle der reelle Theil der Function 

f(^ + yi)(\ — i) resp. f(x + yi) {— Ä — i), 

woraus sich die Erfilllung der Differentialgleichung ^u = ergiebt. 
Auf andere Wege, zu den isogonalen Trajectorien zu gelangen, 
kommen wir später zurück. Die Gleichungen lassen sich in der 
Regel direct hinschreiben, z. B. bei den Curven, die den log. Spi- 
ralen JB s= cÄ® entsprechen, welche die isogonalen Trajectorien der 
eben besprochenen Kreisschaaren sind. 

§ 43. Symmetrie und Beciprocität bei gewissen 

Isothermenschaaren. 

Ist X + Yi = f{x + yi) eine Function, welche das Imaginäre 
nur in der Variabelen. nicht aber in den Constanten enthält, so 
ist die conjugirte /i (a; — yi) identisch mit fipo^-^ yi), also folgt 
X — Yi = /"(a? — yi)y d. h.: Conjugirten Werthen des Arguments 
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entsprechen conjugirte Werthe der Function , mit andern Worten: 
Gebilden der g-Ubene, die gegen die reelle Axe symmetrisch sind, ent- 
sprechen Gebilde der Z-Ebene, von denen dasselbe gilt. 

Noch allgemeiner wird in der Functionentheorie folgender Satz 
bewiesen: Entspricht bei einer analytischen Function einer stetigen 
Folge reeller Werthe des Arguments eine stetige Folge reeller Werthe 
der Function, so entsprechen conjugirten Werthen des Arguments 
conjugirte Werthe der Function. Von der Symmetrie gilt dann das- 
selbe, wie oben. 

Bei einer solchen Abbildung gehört also zu dem fundamentalen 
Isothermensysteme , welches der Parallelen zur x-Axe entspricht^ die 
reelle Axe oder ein Theil derselben, und gegen diese findet Symmetrie 
statt. Jede Curve, die einer Linie x = a entspricht, geht beim Um- 
klappen um jene Axe in sich selbst über, jedes Individuum der Ortho- 
gonalschaar geht in ein anderes derselben über. Die isogonale Tra- 
jectorienschaar ferner, welche die Fundamentalsysteme unter 45® 
schneidet, geht beim Umklappen um die reelle Axe in ihre Ortho- 
gonalschaar über. 

Ist nun f(z) eine Function der genannten Art, so lässt sich 
leicht zeigen, dass jene Symmetrieverhältnisse erhalten bleiben, wenn 
die Abbildung durch eine Function von der Form 

Z={a + bi).f{z) + {c + di) 

vermittelt wird. Der Factor a -f- fei bedeutet nämlich eine Drehung 
nebst Vergrösserung, der Zusatz c -f- di eine Verschiebung. Beides 
beeinflusst jene symmetrischen Beziehungen nicht, sie finden nur 
gegen die Gerade statt, welche bei der genannten Abbildung der 
reellen Axe entspricht. 

An Stelle der Symmetrie tritt nach Cap. IV Reciprocitat gegen 
einen Kreis, sobald die Function von der Form 



Z = 



af{z) + 5 



cf{z) + d ^ 

ist, wo ((z) in obiger Weise specialisirt ist, während a, b, c und 
d complexe Grössen bedeuten. 

An Stelle der Function f{z) könnte ferner überall eine Function 
f\{^ + i^O^ + y "f" ^^] treten, nur ist dann in der Ebene des Ar- 
guments nicht von der reellen Axe, sondern einer andern Geraden 
als Syrametrielinie auszugehen. 

Man kann demnach bei solchen Functionen leicht Schlüsse auf 
gewisse geometrische Eigenschaften ziehen, deren Kenntniss die 
Untersuchung dej: einschlagenden Probleme wesentlich erleichtert. 

Einige Beispiele mögen hier angegeben werden , dabei soll f{0) 
stets eine der specialisirten Functionen bedeuten. 
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I. Hat eine der Functionen fijs) die Eigenschaft ^ dass für 
redte Constanten a und x die Gleichung 

A^ + «) = 7:7(7) 

hestehty so gehört zu der Isothermenschaar mit dem Parameter 

X = Xi ein Kreis um den NullpunJct mit dem Radius y-, und 

gegen denselben findet Beciprocität beider Isothermenschaaren statt. 

Der Beweis lässt sich folgendermassen führen. Aus der ge- 
nanuten Gleichung folgt zunächst 

f(z) = -jr—-. — r , also 'f'(z — a) = — — - , 
so dass die Function auch der Relation 

genügt. Da nun 

-p— i— 7-; — ^ = — fcos ( — w) + i sin ( — g?)] , 

so leistet die Abbildung y^jr. dasselbe, wie die Reihe folgender 

Operationen. Man führe zunächst die Abbildung l/x . f{z) durch, 
transformire dann die Isothermenschaaren mittels des Einheits- 
kreises durch reciproke Radii vectores und klappe endlich die ge- 
sammte Zeichnung um die reelle Axe. Das entstandene Gebilde 
ist dann gleichzeitig das der Abbildung j/x . f{z + a) entsprechende. 
Nach unserer Annahme findet aber Symmetrie gegen die reelle Axe 
statt, so dass die Operation des Umklappens erspart werden konnte. 
Es muss demnach jede der j/-Curven sich selbst reciprok in Bezug 
auf den Einheitskreis sein, und da derselbe die ganze Schaar ortho- 
gonal schneidet, so gehört er selbst zur andern Isothermenschaar. 
Jedes Individuum der a;-Curven geht durch reciproke Abbildung in 
ein anderes derselben Gruppe über. Der Einheitskreis kann offenbar 

nur den Linien i*; = + -^ entsprechen , und für die ursprüngliche 

Abbildung Z = f{is) geht er über in den Kreis mit Radius y=^' 

(Der Beweis würde ohne die Voraussetzung der Symmetrie nicht 
streng sein, da der Fall denkbar wäre, dass der Einheitskreis 
zwar von jeder y-Curve orthogonal durchschnitten würde, dass je- 
doch jeder Durchschnittspunkt ein Wendepunkt für die entsprechende 
Curve wäre. Durch die Voraussetzung der Symmetrie ist dieser 
Fall ausdrücklich ausgeschlossen.) 
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Beispiel: Aus der Gleichung 

dam{u + K)=^-^ oder ^<^^^'^_±m ^ _}^ 

folgt; dass die ^am-Curven reciprok gegen den Ereis mit dem Ra- 
dius ]/k sind, welcher den Linien a; = + ^,7" K entspricht. 

IL Hat eine der Functionen f{z) die EigenscJiaft, dass für 
reelle Constanten ß und x 



ist, so ist gleichzeitig 



fC + ßi) - ;^f\i, 



und zu den Isothermen mit dem Parameter y = y^ gehört ein Kreis 

1 Q 

mit Radius y=y der den Linien y = + o ^'i^tspricht und gegen 

• den Reciprodtät heider Isothermenschaaren stattfindet. 
Der Beweis ist dem vorigen analog. 
Beispiel: Aus der Gleichung: 

yx . sin am{u + iK') = rz= 

ya . sin am (ü) 
folgt die Reciprocität der sin am-Curven gegen den Kreis, mit Radius 

y=y der den Linien y = + ^7" K' entspricht. 

IIL Hat eine der Functionen f{z) die Eigenschaft ^ dass für 
reelles x 

f^'') = ^) 

ist, so findet hei der Ahhildung Z = f{ß) B^procität gegen den 

Kreis mit Radius y= statt, und zwar gehen die Isothermen der 

einen Schaar in die der andern über. Der Kreis schneidet dem- 
nach heide Schaaren unter +45®. _ • 

Beispiel: Für den Modul x = 1/ — gilt die Gleichung 

COS amnz) = — -• 

^ ^ cos amz 

Die durch cos am{z) mod x = l/- dargestellten Isothermen sind 

demnach reciprok gegen den Einheitskreis, der sie unter 45® schnei- 
det. Daraus folgt übrigens, wie spätere Capitel zeigen werden, 
dass zu den unter +45^ schneidenden Trajectorien der sin ant- 

Curven und -Jam-Curven mod,x = j/-^ je eine Lemniscate und 
eine gleichseitige Hyperbel gehört. 
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Auch die allgemeinere Gleichung 



1 
cos amiis « 



cos am (zk) 

lässt sich geometrisch dahin deuten, dass die Transformation der 
cos am-Curven mit dem Modul x mittels reciproker Badii vectores 
gegen den Einheitskreis auf die cos am-Gurven fiir den Modul x' 
führt. Dies hängt mit Sätzen über die Beciprocität der Lemniscate 
zusanunen. 

Dass dieselben Gurven eine ähnliche Reciprocität gegen den 
Kreis mit Radius j/ -, besitzen , folgt aus der Formel 



cos am{z -{- K -\- iK") = 



. * 



— tx 



X . cos amz 

In analoger Weise lassen sich eine Reihe anderer Formeln deuten^ 
Z..B. 

Bincoam{z%)' \ ..'_ y -j- Jam(Z7t,) 

Die allgemeineren Sätze über f{z)^ die damit zusammenhängen^ sind 
leicht auszusprechen. 

Von einfacheren Functionen mögen noch Z = e' und Z = tan js 
genannt werden. 

Aus e~* = — folgt, dass bei der Abbildung Z= e* der Linie 

X ^=0 der Eiuheitskreis entspricht, gegen den Reciprocität statt- 
findet. Dass unendlich viele concentrische Kreise auftreten, folgt 
aus der Gleichung 



6^ 



e. e-*-* 



Man vergleiche hierzu den § 7. 

Aus tan \~ — x — J/M = ^ , — -. folgt die Reciprocität der 

tan -Gurven gegen den Einheitskreis, welcher der Linie x = j 
entspricht. 

§ 44. Ist w Function von z =^ x -{- yi und -s- Function von 
£ = g + i^i, so ist auch w Function von g. — Folgerungen 

aus diesem Satze. 

Für reelle Functionen ist der Satz selbstverständlich, für solche 
complexen Arguments muss er bewiesen werden. 

Ist w Function von =^ x -{- yi, so ist nach § 34 
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clw = ^dZy 
ist ferner z Function von g == (g + i^i), so ist ebenso 

Einsetzung des letzteren Werthes in die vorige Gleichung giebt 

Jedenfalls ist w eine Function von | und ^, also ist auch 

dw= ^^^5 + ^d^, 

somit ergiebt sich durch Vergleichung beider Ausdrücke 

. div dz 





dto dw dz dw 




~di dx dl ' dn 


folglich auch 


dw . dw 

dn ^n 



dx dl' 



Demnach ist Gleichung 1) erfüllt und w eine Function des com- 
plexen Arguments g = g + ?^i. 

Daraus ergiebt sich folgende wichtige Gonsequenz: Es sei 

w = f{z) = u(xy) + iv{xy), 
also, da z = x -}- yi ist, 

dx^ ^ df- dx^ ^ dy^ ^' 

es sei ferner 

z = X'\-yi = 9?(g) = q>{lri) + *Xgi?), 
also, da S = 5 + ^^ ist, 

W'^W~ di^ + W 

ff 

Setzt man dann in w für x und y die isotheirmischen Parameter 
qp(|iy) und ^(Si^) ßi^> wodurch entstehen mag 

so muss, da nach Obigem w eine Function von 6 + qt ist, sein: 

d& ^ d7i^ ^ ^^^ dl^^ dn^ ' 

d. h. genügt eine reelle Function u(xy) [oder v(xy)] d&r Differential' 
gleichung z/i* = und setzt man für x und y die Parameter 9>(£i7) 
und t{rf) zweier orthogonaler Isothermenschaaren ein, so genügt u in 
seiner neuen Gestalt u^i^ri) wiederum dieser Differentialgleichung und 
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W| (^v) ^^ ^ ^^^ wieder ein isothermisches Curvensystem , v, (g^y) = 6 
seine Orthogonalscliaar dar. 

Während also die Einführung neuer Coordinaten in die Glei- 
chung ^u = die Gestalt derselben im Allgemeinen wesentlich 
ändert*), bleibt sie bestehen , sobald eine isothermische Substitution 
stattfindet. 

£ann man also diese Differentialgleichung unter gewissen vor- 
geschriebenen Bedingungen integriren , so kann man mit Hülfe iso- 
thermischer Substitutionen, oder was auf dasselbe, hinauskommt; 
mit Hülfe der conformen Abbildung auf synthetischem Wege be- 
liebig viele Lösungen für neue Bedingungen ausführen**). Unser 
Satz vnrd daher häufig so ausgedrückt: 

Ist u(xy) ein Integral der Differentialgleichung ^u = 0, und 
setzt man für x und y die Parameter zweier orthogonaler Isothermen- 
Systeme ein, z. B. (p{l^rf) und ^(|i?), so ist auch die neue Function 
^i(S^) ^^ Integral obiger Differaüialgleichung. 

Geometrisch deutet sich das Ganze folgendermassen : In der z- 
Ebene habe man die orthogonale Isothermenschaar u{xy) = a und 
v[xy) = 6, welche den Parallelenschaaren u =^ a und v = b der 
w;- Ebene entsprechen. Man bilde jeizi die ;8?- Ebene mittels einer 
Function complexen Arguments g = f{z) oder g -j- ^*= f(,^ + 3/^) 
ab, deren ümkehrung ^ + 2/^ = /i(S + ^0 = 9(5^) + ^^ i^v) sei, 
so dass die Curven u(xy) = a und v(xy) = & in Curven u^{^rj) 
und Vi(Siy) übergehen. Die letzteren sind dann isothermische Curven- 
schaaren; die wieder eine conforme Abbildung der obigen Parallelen- 
schaaren sind. 

Der analytische Beweis könnte also durch folgenden An- 
schauungsbeweis ersetzt werden: Sind zwei Ebenen zu einer dritten 
conform, so sind sie unter sich conform. 

In dem bewiesenen Satze liegt ein Hebel zur Lösung zahlreicher 



*) Vgl. z. B. Jacobi: Ueber eine particuläre Lösung der partiellen 
Differentialgleichung 

Crelle's Journal, Bd. 36, S. 113. Dort wird die allgemeine Substitution durch- 
geführt. Vergl. auch Kirchhoff: Vorlesungen über math. Physik, 17. Abschnitt. 
**) Lehrreich sind in dieser Beziehung zwei Abhandlungen von 0. 
Hentschel: 

a) „Üeber einige conforme AbbUdungen^^ Inauguraldissertation, Jena 1871, 
auch im 17. Jahrgange der Zeitschr. für Math, und Physik abgedruckt. 

b) Conforme Abbildung mehrerer einfach zusammenhängender Flächen, 
welche den unendlich fernen Punkt enthalten. Programm des Gymna- 
siums zu Salzwedel, 1874. 



92 Fünftes Capitel. 

Probleme der mathematischen Physik; die auf die Integration der 

partiellen DiflFerentialgleichung ^ + ^ = hinauskommen. Dieser 

Zusammenhang wird sich bequem durch ein Beispiel erörtern lassen, 
welches im nächsten Abschnitt vollständig durchgeführt wird. 

§ 45. Ein physikalisches Beispiel zum yorlgen Satze. 

Zu den Problemen, die unter der Herrschaft des logarithmischen 
Potentials stehen ; gehört; wie schon erwähnt; das der stationären 
elektrischen Strömung in einer unendlichen (oder begrenzten) 
ebenen Platte, in welche unter irgend welchen Bedingungen con- 
stante elektrische Ströme ein- und ausgeleitet werden ; wobei übri- 
gens die Zahl der positiven und negativen Elektroden nicht dieselbe 
zu sein braucht. 

Nach Seite 51 ist für den einfachsten Fall, bei dem die Elek- 
tricität in einem Punkte (eigentlich einem kleinen Kreise) einströmt, 
in unendlichem Bereiche abgeleitet wird; das Potential 

V = — Cj.lgr. 

Der Einfachheit halber werde c^ = 1 gesetzt. 

Schreibt man statt r jetzt j/{x — a)^ + (y — by , so genügt 
das Potential V, wie wir bereits wissen, der Differentialgleichung 

iT^ + l~i =* ö- ^^ö praktische Bedeutung des Potentials ist hier 

diC; dass es die Stärke der elektrischen Spannung in den einzelnen 
Punkten der Platte angiebt. Die isothermischen Curven 



welche concentrische Kreise sind, stellen also die Linien gleicher 
Spannung dar. Senkrecht gegen dieselben geschieht das Wandern 
der Elektricität; so dass die orthogonalen Geraden 

arctan,^ = b 

die Strömungslinien geben. 

Es fragt sich nun, welches die Gestalt der Spannungscurven 
und Strömuilgslinien sein wird; wenn die Elektricität gleich stark 
in zwei Einströmungspunkten eingeleitet und im unendlichen Be- 
reiche abgeleitet wird. 

Man denke daran, dass bei der Abbildung 5 + ??^ = V^ + y* 
jedem Punkte der ^s?- Ebene zwei Punkte der g-Ebene entsprechen 
(vgl. § 5), während dem unendlichen Punkte wiederum der unend- 
liche entspricht. Man bilde also die Spannungscurven und Strom- 
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linien des vorigen einfachen Problems mittels dieser Function ab 
(die Berechtigung zu diesem Verfahren kann hier nicht näher er- 
örtert werden)*). 

War z. B. vorher der Einströmungspunkt der Punkt + 1 der 
reellen Axe, also die Schaar der Spannungscurven 

u = lgy{x^.iy + y^ = a, 

so gehen sie, da aus g + ^i = yx + yi folgt: 

X + yi = ^^ — rj^ + 2^rji, 
also rc = §^ — rj^^ y = 2§^, über in 

W, = Ig /(g2_l2' — l)'+.4g2^2 _ ^ 

Dieser Ausdruck genügt nach vorigem Satze gleichfalls der Diffe- 
rentialgleichung des Potentials und den sonstigen nöthigen Bedin- 
gungen. Er stellt in der That die Spannungscurven des neuen 
Problems dar. Dieselben sind leicht zu discutiren. 
Die Gleichung lässt sich schreiben 

(5'~1?'-l)' + 4|2^2_g2a^ 

oder 

[a + l)* + V'] • m - 1)' + V'] = e"". 
Hier bedeutet die eine Klammer das Quadrat eines von — 1 nach 
^ -^ iji gehenden Radius vectors^; die andere das Quadrat eines von 
-j- 1 ausgehenden 9 so dass sich die Gleichung auch als 

oder IgJPff = « 

darstellen lässt. 

Es handelt sich also um ein System confocäler Lemniscaten 
{Cassinischer Linien) mit den Brennpunkten + 1. 

Die Strömungslinien des vorigen Falles ^ auf -f- 1 bezogen^ 
hatten die Gleichung 

V = arctan — ^ = 6, 
X — 1 ' 

deren linke Seite gleichfalls in isothermischer, der Differential- 
gleichung zfu = genügender Form geschrieben ist- Sie geht 
über in 

V, = arctan -r» v — r = &> 

genügt in der neuen Form nach vorigem Satze der Differential- 
gleichung und stellt die Strömungslinien des neuen Problems dar. 
In der Form 

2|,_ = tan6 = ^ 



*) Vgl- die Litteratur-Nachweise zu diesem Capitel. 



94 Fünftes Capitel. 

erkennt man sie als Curven 2*«^ Grades, die sich als gleichseitige 
Hyperbeln documentiren, die durch die Punkte + 1 gehen und, wie 
aus der Conformität der Abbildung folgt, die Lemniscaten ortho- 
gonal durchschneiden. 

Eigenthümlich ist nun folgendes : Die Neigungswinkel der Badii 
vectores der Lemniscaten sind 

d" = arctan t-^ , ^^ = arctan ^-~- , 

so dass V I V 
^ _L «9- == arctan -^— + arctan jrl -^ = ä — arctan -^-^ ^"^ ^ 

g-Ts + i 
= % — arctan ^^ 



also, abgesehen von der Constanten n und dem Vorzeichen, gleich 

2 St? 

arctan .^ _ % - — - , d. h. gleich dem Ausdrucke für v^ ist. Die gleich- 
seitigen Hyperbeln folgen also dem Gesetze 

-Ö- -f. #j = constans. 
An Stelle^ der Linien r = a und -^ = y des ersten Problems sind 
also getreten die Linien 

p , q = a und ^ -j- ^j = y 
des zweiten Problems. 

Der Grund dieses Zusammenhanges wird sich im nächsten Capitel 
klären, dem eine Zeichnung dieses Curvensystems beigegeben ist. 
Als Isothermenschaaren sind diese Curven zuerst betrachtet bei 
Lame: Le9ons sur les coordonn^es curvilignes, Cap. l3. 

[An Stelle der electrodynamischen Deutung kann man ohne 
Weiteres die isothermische nach Analogie von § 25 setzen.] 

Nach der von Herrn Dr. Gu^bhard ersonuenen elektroche- 
mischen Methode kann man das entsprechende Experiment so aus- 
führen, dass die Spannungscurven in Gestalt Nobili'scher Farben- 
ringe mit grosser Genauigkeit wieder gegeben werden. Man vergleiche: 
„Sur une methode experimentale etc.^ Comptes rend., 90, 1880 
(April), „Sur les lignes equipotentielles etc.'', daselbst (10. Mai). 

§ 46. Höhere Differentialquotienten und Krümmungsradien; 
kinematische und geometrische Andeutungen. 

Anwendungen auf die Hydrodynamik, besonders auf die Theorie 
freier Ausflussstrahlen*), veranlassen noch die folgenden Betrach- 
tungen. 

*) Vgl. Kirch hoff: Vorlesungen über n^th. Physik. I. S. 291 etc., und 
Auerbach: „Die theoretische Hydrodynamik etc." Gekrönte Preisschrift. §26 
und 27. 
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Die Ebene des Arguments umfasse die Zahlen z = x -}- yi 
«= r(cos 9 + i sin qp), die der Function die Zahlen Z= X + Yi 
= JB(cos + isin O) =f{z)^ die Ebene einer andern Function, des 
Differentialquotienten der vorigen, die Zahlen t,,= q, (cos -ö*, + i sin #,) 
= f (ä). Tritt auch der zweite Differentialquotient auf, so umfasst 
dessen Ebene die Zahlen g„ = q„ (cos d",, + * sin d",,) = /*" {z). Alle 
diese Ausdrücke sind nach § 44 Functionen von einander. 

Zunächst werde ein horizontales Differential dz der ;8:-Ebene 
betrachtet, welches vom Punkte a nach dem benachbarten i geht. 
Die entsprechenden Punkte der Z-Ebene seien Ä und B, die der 
g^-Ebene A, und B,. Vergl. Figur 27, a, /5, y. 

In der g,-Ebene ist 0,A, = q, der absolute Betrag des Diffe- 
rentialquotienten r(0)y d', seine Abweichung, folglich ist nach § 39 

das Yerhältniss der Länjgen dZ und dz durch q,: 1 gegeben, d. h. 

dZ ^^ Q,. dz, und ausserdem ist die Tangente CA im Punkte A 
des Differentials dZ parallel 0,A,. 

Dies lässt sich auch leicht kinematisch deuten. Bewegt sich 
z. B. der Punkt der jer-Ebene mit der constanten Geschwindigkeit 
1 auf den Parallelen y = ß der jEf-Ebene , so bewegt sich nach § 41 
der entsprechende Funkt der Z-Ebene auf den CJurven 



2% 



= ß, 



WO q) die umgekehrte Function von f(z) ist, und zwar ist die Ge- 
schwindigkeit an jeder Stelle q, und die Richtung derselben ^,, wo 
Q, und d; die obige Bedeutung haben. 

Von geometrischem Interesse ist Folgendes: Für Kreise um 
den NüUpunkt der ^^-Ebene ist q^ constant; jedem von ihnen ent- 
sprechen also in der z-Ebene und Z-Ebene Curven, deren entspre- 
chende Bogenlängen im Verhältniss 1 : Qi stehen. Dem Einheits- 
kreise der g^-Ebene z. B. entsprechen in den beiden andern Ebenen 
Curven von gleicher Länge. Die Aufsuchung dieser Systeme ge- 
schieht nach § 41 und 42. Beispiele werden später gegeben. 

Dem Strahlenbüschel durch den Nullpunkt der i^- Ebene ent- 
sprechen in der z- und Z-Ebene Curven, von denen je zwei in der 
Beziehung stehen y dass die Tangenten in entsprechenden Punkten 
beider um den constanten Winkel O-^ gegeneinander gedreht sind. Der 
Beweis liegt darin, dass für jedes Individuum des Strahlenbüschels 
d'^ constant ist. 

Wenn femer ein Punkt der g,-Ebene sich auf einer Curve be- 
wegt, die einer horizontalen Geraden der ;er-Ebene entspricht, so 
dreht sieh sein Radius q^ in irgend einem Sinne. Wechselt dieser 
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Drehungssinn y so erhält die entsprechende Ourve der Z-Ebene einen 
Wendepunkt. Letzteres geschieht also stets, wenn sich von 0^ aus 
an die ,, Differential cur ve^ eine Tangente legen lässt, welche die 
letztere nicht schneidet. 

Passirt dabei die Differentialcurve den Nullpunkt, so ist die 
Richtung von p, unbestimmt, (>, selbst gleich Null. Dadurch wird 
die Aehnlichkeit in den kleinsten Theilen nach den früher ange- 
gebenen Gesetzen gestört, es kann z. B. ein Rückkehrpunkt ein- 
treten. [Da hier (>, (cos qp, + i sin 9,) = |j -j- ^,i = ist, so setzt 
Siebeck unter Beibehaltung der gewöhnlichen Rechenoperationen 

die reelle Grösse ■?- = + i; d. h. tan 9i = + i, so dass also die 

Curve der ^^-Ebene im entsprechenden Punkte eine imaginäre Tan- 
gente hat, deren Neigungswinkel die trigonometrische Tangente + i 
hat. Deshalb nennt er diesen Punkt der Z-Ebene im Einklang mit 
P lücker einen Brennpunkt der Curve.] Ein helleres Licht 'fallt 
auf diese Verhältnisse durch die Untersuchung der Krümmungs- 
radien der den Parallelschaaren entsprechenden Curven der Z-Ebene. 
In Fig. 27 ist die Tangente CA parallel 0,A,y die Tangente 
DB\0,B,^ also der Richtungsunterschied dd", in der g,- Ebene 
gleich demselben in der Z-Eb^e. Ebenso gross ist der Unterschied 
der Richtungen der Krümmungsradien MA und MB, Ist nun P 

der Krümmungsradius für A, so folgt FdO', = dZ ^ also 

PdZ Q.TTz 
d d', d^, 

In der g,- Ebene ist <^ 0,A,K, =^ ^, — d'„, wenn d'„ den Neigungs- 
winkel der Tangente K,A, bedeutet. Gleichzeitig ist aber &„ die 
Abweichung von f\z)i da zwischen der g,- und der nicht gezeich- 
neten g,,-Ebene sich die Beziehungen zwischen der Z- und g,-Ebene 
wiederholen. Also ist ^ y oder <^ 0,B, L, = {%', — d^^ — {d'„ — dd'„) 
= #, — d'„ — {dd', — dd'f,)y also unter Vernachlässigung der Diffe- 
rentiale: -^ y = 0,B,L, = d", -- d",,. Schlägt man um 0, mit q, 
den kleinen Bogen A, N, , so ist A, N, = q, dd", , also in dem recht- 
winkligen Dreiecke A,N,B, sin y = ^;=r-.' . Wird der hieraus fol- * 

di, ^ 

gende Werth von dd", in P eingesetzt, so entsteht P= =?^ f 

d£, . sin y 

und da endlich der absolute Betrag q„ des zweiten Differentialquo- 
tienten auf die Gleichung dS^ = Qf,dz führt, so hat man 



P=- 



9.' 



Ist z. B. die Abbildung Z = ß- zu behandeln, wobei ^T =* 2jef, 
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Z' = 2, also ^, = q>, Q,= 2r, ^„ = 0, q„= 2 ist, so folgt P= ^. 
Hier folgt aber aus 

JB (cos O + t,8iii 0) = r^ (cos 2q) + i sin 2qp), r^ = R^ qp s= — ^ 
also ist der Krümmungsradius 

8in- 

Im folgenden Capitel wird sieb zeigen, dass bei dieser speciellen 
Abbildung die horizontalen Geraden der j?-Ebene in Parabeln über- 
gehen, die den Nullpunkt zum Brennpunkte, die reelle Axe zur 
Axe haben. Die Formel für den Krümmungsradius dieser Parabeln 
ist in der That die obige. 

Aus der allgemeinen Formel für P ergiebt sich sofort, dass 
wenn (>, und (>„ von^ Null verschieden sind, aber ^^ == #^, ist, 
d. h. die Tangente der Diflferentialcurve , durch den Nullpunkt geht, 
der Krümmungsradius der untersuchten Gurven unendlich gross ist. 
Ein Wendepunkt tritt ein, wenn an dieser Stelle ^^ — #„ sein 
Zeichen wechselt. Unter leicht festzustellenden Bedingungen kann 
ferner P = werden. Dann ändert die Curve im Allgemeinen 
plötzlich ihre Richtung, sie passirt z. B. den entsprechenden Punkt 
eines Windungspunktes. 

Handelt es sich in der Ä^-Ebene um Gerade von der Neigung 
^, so ändert sich die Sache nur wenig. Wegen der Conformität 
hat dann dZ die Neigung -ö-, + ^, dt,, die Neigung '9^,, + ^, an 
Stelle von y tritt also jetzt #, — (^ + '^/z)» So entsteht für den 
Krümmungsradius die Formel 



P = 



p,« 



p„ sin (-9', — ^„ — 1^) ' 

die für das Strahlenbüschel durch einen beliebigen Punkt der z- 
Ebene und seine Abbildung in der Z-Ebene gilt. Sind q, und 9,, 
endlich und verschieden von Null, so giebt ^ = '9', — #,, — 90® 



9} 



den kleinsten Krümmungsradius, nämlich P = ^ • Einmal für jeden 

solchen Punkt wird P=cx), nämlich für die Curve, die der Ge- 
raden Aiit der Neigung ip = d^^ — d',, entspricht. 

Nachträglich sei bemerkt, dass sich die obige kinenÄtische 
Betrachtung auch auf die höheren Differentialquotienten ausdehnen 
lässt, wobei der absolute Betrag des zweiten als Beschleunigung 
aufgefasst werden kann. 

Ueber diesen Punkt vergleiche man Möbius: üeber die pho- 
ronomische Deutung des Taylor 'sehen Theorems, Crelle's Journal, 

Holsmüller, isogonale Verwandtschaften. 7 
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Bd. 36, Seite 91 — 94. Ueberhaupt lässt sich die Bewegung des 
starren, ebenen Systems mit Hülfe der conformen Abbildung in die 
Bewegung conform veränderlicher Systeme übertragen. Hierher 
gehört Einiges aus den Abhandlungen des Herrn furmester, 
kinematisch -geometrische Untersuchungen der Bewegung gesetz- 
mässig- veränderlicher Systeme betreflfend, in der Zeitschrift für 
Mathem. imd Physik, Bd. 19-, 20, 23, und aus einer ferneren im 
16. Bande der Mathematischen Annalen. In Band 20 der Zeit- 
schrift für Mathem. und Physik wird z. B. auf Seite 405 das kreis- 
verwandt-veränderliche System behandelt. Bemerkungen über die 
Kinematik des lemniscatisch-veränderlichen Systems gab ich selbst 
im 21. Bande der Zeitschrift für Mathem. und Physik, über die 
des lemniscatisch-veränderlichen Systems w*®' Ordnung und die Kegel- 
fläche im 26. Bande derselben Zeitschrift. In modificirter^ Weise lassen 
sich diese Betrachtungen für die Hydrodynamik verwerthen, wozu 
man die bereits erwähnten Werke von Kirchhoff und Auer- 
bach vergleichen mag. Die Geschwindigkeiten sind dann die reci- 
proken der früheren. 

Endlich sei noch erwähnt, dass eine Gruppe von Gubaturen 
und Reihensummirungen mit Hülfe des Diflferentialquotienten der 
Functionen complexen Arguments sich Jeicht und übersichtlich 
durchführen lässt. 

Wird nämlich eine conforme Abbildung durch Z = f(ß) ver- 
mittelt und ist dabei Z' = f{z) = 9 (cos -O- -|- i sin '&•), so geht im 
Allgemeinen jedes Flächenelement g der ^-Ebene in ein ähnliches 
der Z-Ebene über, welches im ^-fachen Massstabe zu zeichnen ist, 
so dass es den ^^-fachen Inhalt hat. Die Fläche F = Uq geht 
also über in eine Fläche jP = 2JQ'^qj und offenbar ist die Massisahl 
für den Inhalt von F^ identisch mit der Masszahl für den Inhalt 
eines Körpers^ der dadurch entsteht ^ dass man über der Original- 
fläche F an jeder Stelle ein Loth h = q^ errichtet. Man kann also 
von F auf J, oder wenn J bekannt ist, von diesem auf F schliessen. 

Ist z. B. die abbildende Function Z = ß'^, wo n eine von 
Null verschiedene reelle Zahl ist, so ist 

Z = nr^"^ [cos(n — 1) 9 + ^ sin(w — 1) qp], 
und der Factor der Flächenvergrosserung ist (>2 -__. ^2y2(n — i)^ Dj^ 

Lothe geben ein ßotationsparaboloid 2{n — 1)*®'^ Ordnung. Wird 
dasselbe von einem Kreise mit Badius r um den Nullpunkt be- 
grenzt, so wird dieser durch Z = z!^ in einen w-fach durchlaufenen 
Kreis abgebildet, dessen Inhalt nr^'^% ist. Ebenso gross ist dann 
der Inhalt des Paraboloids 2(n — 1)*®' Ordnung, und zwar ist bei 
positivem n der paraboloidische Körper innerhalb des Kreises, bei 
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negaÜTem n der ausserhalb liegende Körper, der sich bei abneh- 
mender Hohe ins Unendliche erstreckt, zu nehmen. Der Grenz- 
fall n = führt auf das Paraboloid — 2*®*^ Ordnung, welches mit 
Hülfe der Abbildung Z=^\gz zu behandeln ist, da hierfür 



Z' = — = — cos 9 — i sin qp 



ist. Der Kreisring mit dem Badius r^ und r^ geht dabei in ein 
Rechteck mit der Basis lg r^ — lg rj und der Höhe 23r über (vgl. 
§ 7), so dass der Inhalt des letzteren, ebenso der des Botatiöns- 
paraboloids 2*«- Ordnung über dem Kreisringe mit den Badien r, 

und rj, durch 2ä lg - gegeben wird. 

Kennt man den Inhalt einer Fläche, in welche ein beliebig 
gegebenes Ebenenstück durch die Abbildung Z = z^ übergeht, so 
kennt man auch den über der Originalfläche stehenden cjlindri- 
schen Ausschnitt des Parabaloidkörpers. 

Yom Botationsparaboloid könnte man leicht zu einer Parabel 

halb so hoher Ordnung übergehen, indem man nach Art des Cava- 

leri'schen Princips in gleichen Höhen Linien zieht, deren Länge 

dieselbe Masszahl hat, wie die Querschnittsfläche des Paraboloids. 

Die Parabelfiäche hat dann dieselbe Inhaltsformel, wie der Para- 

boloidkörper. Man findet so für die Parabel y = |^ den Inhalt 
tp + i 

X. und beweist somit zugleich, dass für reelles jp > — 1 der 

Werth der Beihe 

IP ^- 2^ + 3^ H h ^^ ^ 1 

lim n = oo 

ist, wobei jp auch gebrochen und irrational sein kann. 

Auch für reelles jp < — 1 und den Grenzfall jp i= — 1 kann man 
die entsprechenden Formeln leicht aufstellen. 

Der Fall Z = z^ ist deshalb von Interesse, weil die Masszahl 
für den Inhalt des Botationsparaboloids über beliebiger Fläche mit 
dem polaren Trägheitsmomente der letzteren als identisch betrach- 
tet werden kann. Dasselbe lässt sich also graphisch durch eine 
Fläche darstellen und kann mit Hülfe des Planimeters leicht ab- 
gelesen werden.*) 

Das Paraboloid — 2*^^^ Ordnung ferner steht in Zusammenhang 

mit der Parabel — 1*®' Ordnung, d. h. mit der Curve j/ =a — oder 



•) Vergl. Sieb eck, Zeitschrift für Mathem. und Physik, Bd. 10, Seite 80, 
wo jedoch ein Versehen zn corrigiren ist. 

7* 
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der gleichseitigen Hyperbel. Da dies auf den Grenzfall Z =lg ^ 
führt; so erklärt sich die logarithmische Inhaltsformel für die gleich- 
seitige Hyperbel, die für die Mechanik und zwar für das Capitel 
von der Arbeit eines abgeschlossenen Luftquantums bei constanter 
Temperatur^ also unter Druckabnahme nach dem Mariotte'schen 
Gesetz, von so hoher Wichtigkeit ist. Dass man in ähnlicher Weise 
die Cylinderflächen der eben betrachteten Körper mit dem Umfange 
entsprechender Curven in Verbindung setzen kann, ist selbstver- 
ständlich. 

Diese letzten Betrachtungen sollen nicht einen wissenschaft- 
lichen Fortschritt geben — denn die Resultate lassen sich auch auf 
bekannten Wegen finden — , sondern den Zusammenhang des hier 
behandelten Gebiets mit andern Bereichen der Mathematik andeuten. 
Jedenfalls geben sie Anlass zu zahlreichen Uebungsbeispielen, deren 
Lösung sich in besonders eleganter Form darstellen lässt. 

§ 47. Litteratur. 

1) Originalwerk für die ersten Betrachtungen dieses Capitels ist 
Riemann's Dissertation: Grundlagen für eine allgemeine Theorie 
der Functionen einer veränderlichen complexen Grösse. 

2) üeber die conforme Abbildung vergleiche man die in den Vor- 
bemerkungen citirten Originalwerke von Lagrange, Gauss und die 
Sieb eck 'sehe Abhandlung im 55. Bande des Grelle 'sehen Journals. 

3) Die allgemeinen Verhältnisse sind mehr oder weniger aus- 
führlich dargestellt in folgenden Lehrbüchern: 

Durege, Elemente der Theorie der Functionen einer veränder- 
lichen complexen Grösse. Leipzig 1873, 2. Aufl. 

Neu mann: Vorlesungen über Biemann's Theorie der Abel'- 
schen Integrale. 

Thomae: Abriss einer Theorie der complexen Functionen. 
Halle 1873, 2. Aufl. 

Lipschitz: Lehrbuch der Analysis, Bd. H, § 105 — 124. 
Bonn 1880. 

Königsberger: Vorlesungen über die Theorie der elliptischen 
Functionen. Leipzig 1874. 

Schlömilch: Compendium der höheren Analysis, H, S. 35 etc. 
Einen kürzeren Abriss giebt: 

Durege: Theorie der elliptischen Functionen, Abschnitt 20. 

Kirchhoff: Vorlesungen über mathem. Physik, Abschnitt 21. 

4) Zu §40 ist die Sieb eck' sehe Abhandlung in Crelle's Jour- 
nal, Bd. 55, zu vergleichen, üeber die Ausdehnung der Taylor'- 
schen Reihenentwicklung auf complexe Variabele sehe man z. B. 
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Schlomilcli^ Comp. d. Anal., Bd. II, S. 86, wo sich auch histo- 
rische Notizen befinden. 

5) Zu § 41 cf. Lame: Le^ons sur les coordonuees caryilignes 
et leurs diverses applications, Paris 1859, besonders § 94, Cas du 
Potential cylindrique, Le9on XI: Systemes cylindriques isothermes. 
Lefon XII und XIII geben instructive Beispiele. 

6) Hierher gehörige Beispiele giebt ferner die Habilitations- 
schrift von K. V. d. Mühll: Ueber ein Problem der Kartenpro- 
jection , Leipzig 1868 , auch im 69. Bande des Crelle'schen Journals 
abgedruckt. 

3) Eine kurze Zusammenstellung des Wichtigsten nebst einigen 
Beispielen giebt W an gerin: üeber eine neue Art der cönformen 
Abbildung einer Ebene auf eine andere. Grunert's Archiv 55. 

8) Wichtig ist eine Arbeit von H. A. Schwarz: ;, üeber ebene 
algebraische Isothermen^, Crelle's Journal, Bd. 77, in welcher nach- 
gewiesen wird, dass sich alle algebraischen Isothermenschaaren 
durch Abbildung mittels algebraischer Functionen aus drei Funda- 
mentalsystemen ableiten lassen. Dieselben sind: a) Die orthogonale 
Doppelschaar der Parallelen, b) das Strahlenbüschel nebst concen- 
trischer Ereisschaar, c) das System derjenigen Siebeck' sehen 
Curvenschaaren, die als sinam-Curven (mod h +, reell und < 1) 
bezeichnet werden. [Vergleiche Siebeck: üeber eine Gattung von 
Curveu 4. Grades, die mit den elliptischen Functionen zusammen- 
hängen, Grell e's Journal, Bd. 57 und 59.] Es handelt sich also, 
wie dazu bemerkt werden mag, um die Eintheilung in a) doppelt 
unendlich viele, b) einfach unendlich viele, c) eine endliche An- 
zahl von Bechtecksräumen. 

9) Zu § 45 vergleiche man C. flildebrandt: üeber die statio- 
näre elektrische Strömung in einer unendlichen Ebene und einer 
Eugeloberfläche. Inaugural-Dissertation, Göttingen 1881. Dasselbe 
Thema ist im Programm 1882 der Realschule zu Gundersheim be- 
handelt. Die einschlagende Litteratur ist dort angegeben. In Bie- 
mann's Abhandlung: ;,Zur Theorie der Nobili'schen Farbenringe'', 
Nr. in der ;, Gesammelten mathem. Werke '^, wird die Methode von 
Beez zur Fixirung der Spannungscurven besprochen. 

■ 

10) Mit der Integration der DiflFerentialgleichung ^w = unter 
vorgeschriebenen Rand -Bedingungen — d. h. mit der Auffindung 
einer Function, von deren reellem Theile die Werthe auf einer ge- 
gebenen Begrenzung gegeben sind (z. B. gleich dem Logarithmus 
der Radii vectores der Grenzpunkte, die von einem Punkte im Innern 
ausgehen), die ferner innerhalb des begrenzten, einfach zusammen- 
hängenden Bereichs als endlich und stetig definirt ist und dort der 
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Diflferentialgleichung ^m «=: genügen soll — beschäftigt sich be- 
reits eine ziemlich umfangreiche Litteratur. Die Schlussparagraphen 
der Biem an naschen Dissertation gründen den Beweis der Bestimm- 
barkeit auf das Dirichlet'sche Princip, welches jedoch rücksicht- 
lich der Strenge anfechtbar ist. Man vergleiche auch dessen ;, Theorie 
der Äberschen Functionen*', Crelle's Journal, Bd. 54 (1857). Herr 
H. A. Schwarz hat den Beweis mit Umgehung des Dirichlet'- 
schen Princips in folgenden Abhandlungen geliefert: 

,,üeber die Integration der partiellen Diflferentialgleichung 

04- |!^ = für die Fläche eines Kreises.^ (15. Jahrg. der Viertel- 

Jahrsschrift der naturforschenden Gesellschaft zu Zürich.) Mai 1870. 

;,Ueber einen Grenzübergang durch alternirendes Verfahren.^ 
Ebendaselbst, August 1870. 

;, lieber die Integration der partiellen Diflferentialgleichung 

unter vorgeschriebenen Grenz- und Unstetigkeitsbedingungen.^ Aus 
dem Monatsberichte der Kgl. Akademie der Wissenschaften zu Berlin 
vom October 1870. 

;,Zur Integration der partiellen DiBferentialgleichung 

Crelle's Journal, Bd. 74. (Zum Theil Wiedergabe der erstgenann- 
ten Arbeit.) 1872. 

Man vergleiche auch Prym: Zur Integration der Diflferential- 
gleichung ^ + ^ = 0. Crelle's Journal, Bd. 79. 

Veitmann: Die Bestimmung einer Function auf einer Kreis- 
fläche aus gegebenen Randbedingungen. Zeitschrift für Mathem. u. 
Physik, Bd. 26. 

Dass der Kreis und zwar der Einheitskreis als einfachste ge- 
schlossene Curve in den Vordergrund tritt, ist selbstverständlich. 
Nach den Principien der Abbildungstheorie kann man von ihm aus 
leicht zu anderen Begrenzungen übergehen. 

An die Schwarz 'sehen Untersuchungen schliesst sich an: 

11) Schottky: üeber die conforme Abbildung mehrfach zu- 
sammenhängender ebener Flächen. Inauguraldissertation. Berlin 1875. 

Beispiele conformer Abbildungen giebt noch: 

12) Am stein: ün exemple de repr^sentation conforme. Bull. 
Soc. Vaud. Nat. XV, und : Quelques exemples de representation con- 
forme avec leur application ä un probleme d'hydrodynamique. Eben- 
daselbst. XVI. 
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13) Während des Drucks finde ich angekündigt: 

F. Klein: üeber Biemanns Theorie der algebraischen Functio- 
nen und ihrer Integrale. Leipzig 1882, B. G. Teubner. 

14) Verspätet wird mir noch bekannt: Haton de la Gou- 
pilliere: Memoire sur une nouvelle theorie generale des lignes 
isothermes et du potentiel cylindrique. Journal de TEcole poly- 
technique. Cahier XXXVIII. 

15) Die in den folgenden Gapiteln gegebenen Beispiele sind, 
wo nicht anderes bemerkt wird , vom Verfasser in der Zeitschr. für 
Mathem. und Physik, Bd. 16, 18, 20, 21, 26, im Cr eile 'sehen 
Journale Bd. 83, in den Mathematischen Annalen Bd. 18, und in 
einigen Programmen der Kgl. Gewerbeschule zu Hagen, z. B. 1880, 
behandelt worden. 

Sechstes Gapitel. 

Die Abbildungen Z = / und ^ = ]/Z und ihre Beziehungen 
zur lemniscatischen und cardioidischen Verwandtschaft. 

§ 48. Allgemeines über die Abbildungen Z = ^^ 

und == j/Z 

Beide Abbildungen sind schon mehrfach zur Sprache gekommen 
z. B. in den Paragraphen 4, 5 und 45. Es ist gezeigt worden, dass 
Kreise um den Nullpunkt beider Ebenen und Gerade durch den- 
selben einander entsprechen, dass jedoch ein Winkel a im Null- 
punkte der ;2f-Ebene in den Winkel 2 a der Z-Ebene übergeht, z. B. 
der Winkel 360» in den Winkel 720 », dass also die Z- Ebene als 
zweiblättrig oder als Windungsfiäche 1. Ordnung zu betrachten ist, 
sobald die 0-Ebene als einblättrig angesehen wird. Durch Figur 7 
wurde der Charakter der Z^Ebene veranschaulicht. 

Aus X + Ti = {x -\- yif = x^ — 2/^ + 2xyi^ 
oder 

JB(cos + i sin 0) == [r(cos 9 + i sin 9)P== r2(cos 2^) + i sin 2q>) 
folgen durch Gieichsetzung des Reellen und Imaginären u. s. w. die 
Beziehungen : 

1) Z = a;2 — 2/% T=2xy, B = r'^, 0=^2(p, 

X — Yi = (x — yif^ 

aus denen sich leicht ergiebt: 

2) ^=/E^^±l, y^-f/y^^ZÄ, 



= /i?, 



9 = 1 resp. 1+180». 
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Aus den Formeln für x-\-yi und x — yi folgt ferner durch Addition 
und Subtraction 

a\ ^ yx+Yi+yx^Yi ^, yx+Yi^yx" yj 

Entsprechende Kreise sind B = c und r^ = c, entsprechende Gerade 
=, y und 2g> = y, resp. y + 360®. Die Construction entspre- 
chender Punkte geschieht also mit elementaren Hilfsmitteln. Die 
Zweiblättrigkeit der Z-Ebene ist, wie schon früher auseinander ge- 
setzt wurde, ein Mittel, die Zweideutigkeit der Beziehung ^ = j/Z 
aufzuheben. Man kann z. B. folgende Anordnung treffen : Der Ver- 
zweigungsschnitt; längs dessen sich beide Blätter derZ-Ebene ohne 
Zusammenhang durchkreuzen, sei die positive reelle Axe, dem 1. 
und 2. Quadranten der z-lSihene entspreche das obere, dem 3. und 
4. das untere Blatt der ^^-Ebene. Nur im Nullpunkte und im anderen 
Endpunkte des Yerzweigungsschnitts, d. h. im unendlichen Punkte, 
hängen beide Blätter zusammen, denn J3 = j/Z ist für Z = ein- 
deutig, und dasselbe gilt von Z= oc, sobald nur ein unendlicher 
Punkt angenommen wird. Umkreisung des Nullpunktes der Z-Ebene, 
überhaupt jedes üeberschreiten des Verzweigungsschnitts führt ohne 
Unstetigkeit aus dem oberen Blatte ins untere, oder umgekehrt aus 
diesem in jenes. 

Beide Ebenen sind nach § 39 conform aufeinander bezogen. 
Nur der Nullpunkt und der unendliche Punkt machen eine Aus. 
nähme, was, wie wir bereits wissen, mit dem Verschwinden und 
dem Qnendlichwerden des Differentialquotienten zusammenhängt 
Es ist hier 

— — = 2;ef = 2r(cos 9 + * sin 9p), 

also 2r der absolute Betrag des Differentialquotienten. Bei Z = 0^ 

findet also ausserhalb des Kreises mit Radius r =» — Vergrösserung, 

innerhalb desselben Verkleinerung statt, im Punkte 00 ist die Ver- 
grösserung 00 -fach, im Nullpunkte unendlich klein. Dass beide 
Punkte in der Z- Ebene Verzweigungspunkte sind, veranschaulicht 
man sich, indem man die Ebene als unendlich grosse Kugel be- 
trachtet, auf der der Nullpunkt und der unendliche Punkt entgegen- 
gesetzte Lage haben. Die Abweichung (p des Differentialquotienten 
giebt an, dass die Linienelemente der Z-Ebene um den Winkel 97 
gegen die entsprechenden der je^-Ebene verdreht sind. 

In beiden Ebenen entsprechen sith folgende Curvenschaaren : 

aX T) = 0, f[_{x^ - f) , (2a;t/) J = 0, 

/^(JJ«) = 0, /-[r», (29)] = 0, 
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f[VB, *] = 0, f{r<p)=0. 

Gebilden der einen Ebene, die reciprok gegen einen Kreis um den 
Nullpunkt sind , entsprechen Gebilde der anderen, die reciprok gegen 
den entsprechenden Kreis sind. Gebilden der einen, die symme- 
trisch gegen eine Gerade durch den Nullpunkt sind, entsprechen 
solche, die symmetrisch gegen die entsprechende Gerade der anderen 
liegen. Beide Sätze hängen mit § 43 zusammen. 

Drehung eines starren Gebildes um den Nullpunkt der einen 
Ebene giebt Drehung des entsprechenden um den Nullpunkt der 
anderen ohne jede Aenderung der Gestalt Dieser Satz werde als 
der DrehungssaU bezeichnet. Der Vergrösserung eines Gebildes der 
einen Ebene, verbunden mit einer Verschiebung solcher Art, dass 
der Nullpunkt Aehnlichkeitspunkt wird, entspricht Vergrösserung 
und Verschiebung des entsprechenden Gebildes der andern, wobei 
wiederum der Nullpunkt Aehnlichkeitspunkt ist. Die Aehnlichkeit 
des letzteren Gebildes bleibt also erhalten. Beide Operationen lassen 
sich combiniren, ohne dass die Aehnlichkeit des Gebildes gestört wird. 

Zu der Beziehung flXY) = und f[(x'^ — if), 2xy] = ist 
noch zu bemerken, dass den Curven n*^^ Grades der Z- Ebene im 
Allgemeinen solche Curven vom 2w'*'» Grade der ;2f-Ebene entsprechen, 
deren Gleichung erhalten bleibt, wenn man die Vorzeichen von x und 
y gleichzeitig ändert. Klappt man also eine solche Curve-^rst um 
die a;-Axe, dann um die y-Axe, so deckt sie sich in der Schlusslage 
mit der ersten Lage. Es finden also gewisse Symmetrieverhältnisse 
statt. Nicht in diesem Sinne symmetrische Curven 2n*^ Grades der 
jsr-Ebene gehen demnach nicht in Curven n*^ Grades der Z-Ebene über. 

§ 49. Den Parallelen zur reellen und imaginären Axe der 
Z-Ebene entsprechen zwei Orthogpnalschaaren gleichseitiger 

Hyperbeln der ;8r-Ebene. 

Nach Gleichung 1) dieses Capitels entsprechen den Curven 
X => a und Y = b die Curvenschaaren 

4) x^ — y'^ = a 

5) 2xy = 6. 

Nach § 39 sind beide Schaaren orthogonal , nach § 41 genügen die 
linken Seiten der Gleichungen der Difierentialgleichung Ju = 0. 
Nehmen die rechten Seiten die Werthe von Gliedern arithmetischer 
Keihen an, so erhält man die Eintheilung der Ebene in ^ähnliche 
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Rechtecke;^ sind die Differenzen in beiden Reihen dieselben^ so 
hat man die Eintheilung in ^^ kleine Quadrate^. Bekanntlich stellen 
die Curven 4) und 5) gleichseitige Hyperhein dar, deren Centrum 
der Nullpunkt ist. Die Hauptaxe der ersteren Schaar ist bei positivem a 
die reelle, bei negativem a die imaginäre Axe, denn die Scheitel- 
punkte sind die Punkte + j/a, die Brennpunkte also die Punkte 
+ ^2a. Ersteres erkennt man daraus, dass die Gerade X = a 
die reelle Äxe im Punkte a schneidet. Für die andere Schaar sind 
die Linien +45^ die Axen. Dies folgt daraus, dass der Schnitt 
der Linien Y =h mit der imaginären Axe der Punkt bi ist, .dem 
der Punkt j/ii entspricht. Beide Schaaren sind congruent, denn 
Drehung um den Nullpunkt führt die Schaar X «^ a in die Schaar 
Y = b über, wobei nach vorigem Abschnitt auch in der e-Woene 
die Congruenz erhalten bleibt. Alle Curven unter sich sind ferner 
nach der Bemerkung über Vergrösserungsoperationen ähnlich. Aus 
dem Drehungssatze folgt, dass jeder beliebig liegenden ParaUelen- 
schaar der Z- Ebene eine gleichseitige Hyperbelschaar entspricht. 
Folglich : Jede isogonale Trajectorienschaar der gleichseitigen Hyperbel- 
schaar ist wiederum eine solche. Ist der constante Schnittwinkel «, 

so sind die Axen beider Systeme um ~ gegen einander verdreht. Letz- 

teres folgt aus dem Verhalten des Nullpunktes. 

Durch Figur 28 wird die quadratische Eintheilung der ;gr-Ebene 
durch beide Hyperbelschaaren bei arithmetischer Aufeinanderfolge 
der a und b dargestellt. Die zugehörigen Parallelenschaaren der 
Z-Ebene wird sich der Leser leicht dazu construiren. Die Ver- 
grösserungsverhältnisse erkennt man anschaulich an den einzelnen 
;^Quadraten^, ebenso die Störung der Conformitat im Nullpunkte. 

Die Linien 

Y-^AX = b 

und X + AY^aA 

stellen, wenn b und a arithmetischen Reihen folgen, Orthogonal- 
schaaren von Parallelen mit ^^ ähnlicher Rechteckstheilung^ dar. Das- 
selbe gilt also von den entsprechenden gleichseitigen Hyperbeln 

6) 2xy -- A{x'^ — y'^) = b 
und 

7) x'^ — y'^^ A{2xy)^a.A, 

deren Gleichungen mit ihren linken Seiten ebenso, wie die vorigen, 
der Differentialgleichung Ju = genügen müssen. 

Das Strahlenbüschel durch einen Punkt a '\-bi der ^- Ebene 
geht nun selbstverständlich in ein Büschel gleichseitiger Hyperbeln 



§ 50. Abbildung von Kreisen und Strahlenbüscheln. 107 

durch die Punkte j/a + ü d^r jSf-Ebene über. Die entsprechende 
Coordinatenformulirung wird im nächsten Abschnitt von anderen 
Gesichtspunkten aus gegeben werden. 

Physicalisch lässt sich die Figur 28 auf verschiedene Weise 
deuten. Werden zwei Hyperbeln derselben Schaar auf constanten 
Temperaturen t^ und ^j erhalten^ so sind für den stationären Zustand 
die zwischenliegenden Hyperbeln der Schaar Isothermen. Statt der 
einen Hyperbel kann man zwei sich rechtwinklig schneidende Ge- 
rade durch den Nullpunkt, statt der anderen eventuell den unend- 
, lieh fernen Bereich nehmen. Aehnlich ist die Deutung für die 
constante elektrische Strömung. In einem sehr tiefen Kanäle, der 
durch zwei solche Hyperbeln begrenzt ist, lässt sich ferner bei 
Nichtberücksichtigung der Reibung eine Flüssigkeitsbewegung als 
möglich betrachten, bei der die Stromlinien die übrigen Hyperbeln 
derselben Schaar sind. Schneidet man ferner längs einer Linie durch den 
Nullpunkt die Halbebene ab, und rollt man sie genau schliessend zum 
schlichteji Kegel mit dem Nullpunkte als Spitze zusammen, so geben 
die Hyperbeln Raumcurven auf dieser Kegelfläche, die sich als Coor- 
dinaten und Isothermen oder elektrische Spannungscurven auf der- 
selben in ähnlicher Weise deuten lassen. Das Modell giebt sofort 
das eigenthümliche Verhalten der Kegelspitze an. 

§ 50. Dem Strahlenbttschel durch einen Punkt a -^-bi der 

Z-£bene und der concentrischen Orthogonal^chaar yon Kreisen 

entspricht ei n Bü schel gleichseitiger Hyperbeln durch die 

Punkte j/a + h~i und eine Orthogonalschaar confocaler 

Lemniscaten. 

Dieser Satz ist schon in § 45 als Beispiel behandelt worden. 
Er werde in modificirter Weise noch einmal bewiesen. 

Der Kreis um den Punkt a '\~ bi der Z- Ebene mit Radius c 
lässt sich schreiben 

[Z+ri-(a + 6i)].[X— Fi — (a-6i)] = c2. 

Durch die Abbildung Z = 2^ geht er über in die Curve 

[(^ + yif - (a + 60]. [(^ - yif - (a - 6^)] = ^'> 
oder, wenn jede Klammer in ihre beiden ^^actoren zerlegt wird, in 

+yi — ya'\'bi\.\X'\-yi-\-ya'Ybi] . \x—yi — f/a — bi].\x-r-yi'\'}/a^bi\===c^ . 

Setzt man nun ^a -|- 6i c=: « -]- ßi^ so folgt }/a — bi = a — ßi, 
also wird die Curvengleichung 

t-^-yi — a — ßi'\,[X'\'yi'\-a'\-ß'h\.\x~-yi^a'\'ßi\.[x — yi-^-cc — /Ji]=c^. 
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Multiplicirt man jetzt die paarweise coujugirteu Factoren aus, so 
entsteht 

[{x - ay + (y - ß)^] . [(X + ay + (y + /J)^] = c^ 

oder 8) Vx'^V^ = ^^ resp. i^j .p^c= c, 

wobei die Radii vectores p und jjj vou den Punkten 

+ (a + ßi) =l/a + 6i 
ausgehen. Also: 

Der concentrischen Kreisschaar B =^ c um den PunM a + &i 
rfer Z-Ebme entspricht die Schaar der confocdlen Lemniscaten 

um das Punktpaar "/a + 6i der z-Ebene, Die beiden Brennpunkte 
dieser Cassfm-Cwrvew entsprechen dem Centrum der Kreisschaar. In 
Polarcoordinaten lässt sich die Lemniscatenschaar schreiben: 
r* — 2r2 (a cos 2g) + 6 sin 2y) + «2 ^ &« = e^c. 

Die Gleichung einer Geraden , die vom Punkte a + 6 ^ der Z- 
Ebene mit der Neigung S = y ausgeht, lässt sich, wie scbon öfter 
gezeigt ist, schreiben 

2i ^ X— Yi — (a - bi) ~ ^' 
was durch die Abbildung z = j/Z übergeht in 

1 l^ (x + yi)'-{a + hi) ^ 1 ^[x +yi-(a + ßi)][x+yi+(a+ßi)] _ 
2i ^(x--yi)^ — {a — bi) 2i^[x—yi-{a—ßi)][x—yi+(a'-ßi)] ^^ 

oder 

2%^ x—yi-{a — ßi)'^ 2%^x-yi-\'{jaL-ßi) 
= arctan ^~" + arctan ^ , ^ = }^, 
oder endlich 

9) ^j + ^, = y 

(resp. y + 360®, was den entgegengesetzten Hyperbelarm giebt), 
wo %'^ und ^^ die Neigungen der Radii vectores p^ und p^ sind. 

Da den Geraden der Z-Ebene gleichseitige Hyperbeln entspre- 
chen, so liegt in dieser GleichuAg das geometrische Gesetz der- 
selben. Also: 

Dem Kreishüschel ® = y durch den PunM a -}- bi der Z-Ehene 
entspricht das Büschel gUichseitiger Hyperbeln %'^ -f. -ö-g = y durch 
das Punktpaar + {« + /3i) = ]/a -f- &i der z-Ebene. 

Wie sich übrigens Gerade als Kreise mit einem im Unendlichen 
liegenden Centrum betrachten lassen, so kann man die gleichseitigen 
Hyperbeln als Lemniscaten betrachten, deren Brennpunkte in un- 
endlicher Entfernung liegen. 
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Beide behandelten Curvengruppen sind orthogonale Isothermen- 
schaaren. Ihre isothermischen Schreibweisen sind: 

10) lg PiP2 = c und a^i + -^2 = y • 

Nehmen c und y die Werthe arithmetischer Reihen an, so hat man 
die Rechteckseintheilung , bei gleicher Differenz der Reihen die qua- 
dratische Eintheilung. Letztere ist in Fig. 29 dargestellt. Aus dem 
Verhalten sehr weit entfernter Punkte folgt, dass bei dieser Ein- 
theilubg die Asymptoten der Hyperbeln unter gleichen Winkeln auf- 
einander folgen, was die Gonstruction erleichtert. Auch dies ist in 
der Figur angedeutet. Später wird sich zeigen, dass' die Brenn- 
punkte der Hyperbeln auf der Lemniscate mit Doppelpunkt liegen. 
Die Maxima der Lemniscaten liegen übrigens auf dem Brennpunkts- 
kreise. 

In Cartesischen Coordinaten, also in den Schreibweisen 

i [lg {ix-ay+(i^-ßr}-\-lg {(a; + «)« + (y + (3)^}] = c 

und 

arctan ^ ^ ^ + arctan ^ , ^ = r, 

wobei für letzteres auch einer der obigen imaginären Ausdrücke 
gesetzt werden kann, genügen die linken Seiten der Differential- 
gleichung ^W =5 0. 

Die isothermische und elektrodynamische Deutung der Figur 29 
ist schon in § 45 theilweise gegeben. Man kann noch Folgendes 
hinzufügen: Werden zwei der Lemniscaten auf constanten Tempe- 
raturen t^ und ^2 gehalten, so sind die zwischenliegenden Lemnis- 
caten Isothermen. Werden zwei der Hyperbelarme auf gleichen 
Temperaturen gehalten, so sind die zwischenliegenden Hyperbeln 
Isothermen. Zwei der Lemniscaten, ebenso zwei der Hyperbeln, 
können auch als positive und negative Elektroden für das Einströ- 
men der Elektricität in eine unbegrenzte Platte betrachtet werden. 
Dem Leser bleibe die Lösung des folgenden Specialfalles überlassen: 
Die reelle Axe ausserhalb AB sei die Einströmungselektrode, das 
Stück AB und das Loth in die Ausströmungscurve. Welches 
sind die Spannungscurven? — Auch eine hydrodynamische Bewe- 
gung in einem entsprechend begrenzten Kanäle lässt sich in ähn- 
licher Weise, wie oben, als möglich betrachten. Endlich ist noch 
auf die Erscheinung der Polarisationshyperbeln und Interferenz- 
Lemniscaten optisch zweiaxiger Erystalle (z. B. Salpeter) hinzudeuten, 
die gleichfalls durch Figur 29 veranschaulicht wird. Die Halbebene 
lässt sich zu einem Kegel mit als Spitze aufrollen, der durch die 
Curven der Fig. 29 quadratisch eingetheilt ist. Man hat ohne Weiteres 
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die Spannungscurven und Stromlinien für den Fall; dass in einem 
Punkte des Kegelmantels Elektricität einströmt, im unendlichen Be- 
reiche abgeleitet wird. Wiederum veranschaulicht das Modell das 
eigenthümliche Verhalten der Kegelspitze. 

Lautet die Gleichung einer Curve in Polarcoordinaten, die auf 
einen Punkt a -}- hi der Z-Ebene belogen sind, f(RS) = 0, so ist 
die Gleichung der entsprechenden Curven der z-Ebene 

wobei p^ und p^ wieder von + Va -^-hi ausgehen, während %'^ und 
%'2 ihre Neigungen sind. 

So geht z. B. die Gleichung der isogonalen Trajectorien der 
Kreisschaar 

R = ch®, 

also der logarithmischen Spiralen, über in 

welches die Gleichung der isogonalen Trajectorien der confocalen 
Lemniscaten ist. Dieselben befolgen also das Gesetz, dass das Pro- 
dukt der Badii vectores geometrisch zunimmt, wenn die Summe ihrer 
Neigungswinkel sich arithmetisch ändert. 

Kennt man von einer solchen transscendenten Curve neben den 
zu Grunde liegenden Brennpunkten nur zwei Punkte, so kann man 
unendlich viele Punkte der Curve elementar construiren. Es ist 
nur nöthig, die Rechtecksein theilung der Ebene bis ins Kleinste 
durchzuführen. 

§ 51. Andere Lemniscatensehaaren nebst ihren isogonalen 

Trajectorien. 

Da allen Kreisen der Z-Ebene in der ;^-Ebene Lemniscaten ent- 
sprechen, so entspricht jedem Kreisbüschel durch zwei Punkte der 
ersteren ein Lemniscatenbüschel durch zwei Punktpaare der letz- 
teren, der Orthogonalschaar von Kreisen hingegen eine Orthogonal- 
schaar von Lemniscaten. 

Die Gleichungen der beiden Kreisschaaren sind aber: 

— ^ = ^ und lg -^ = c, 

wobei «1 + h^i und a^ + &2* ^^® Ausgangspunkte der Badii vecto- 
res sein mögen, Ihnen entsprechen folgende Gleichungen der bei- 
den Lemniscatensehaaren : 

12) (9i + 92) — {%i + %2) = V 

und 
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Pi' Pt _ 

oder einfacher 

Pi' Pi ^ 

3l • 38 ^' 



13) lg?i^« = c, 



wobei die Radii vectores^, und P2 von dem Punktpaare j/ai + 6ii; 
die Badii vectores q^ und q^j von dem Punktpaare ^«2 + ^2* *^®' 
gehen, während 9,, 9)2» Xi ^^^^ ^2 ^^® entsprechenden Neigun- 
gen sind. 

Man hat also folgenden Satz: Gehen von den Ecken eines 
Parallelogramms Badii vectores ^, , P2i ?i und ^2 <^^; **^^ ^«<?ar 
t7an den Gegenecken gleichnamige, so ist der geometrische Ort für das 
constante Verhältniss der Produkte PiP2 und 3,^2 ^'^^ Lemniscate. 
Sind 9,, q)29 Xi und X2 ^^^ entsprechenden Neigungswinkel, so ist 
der geometrische Ort für die constante Differenz der Summen (9^ -f* y^) 
**^ (Zi 4" X2) ^^^^ ^^^ vorigen orthogonale Lemniscate. 

Da ^ = 1 eine Gerade ist, so ist ^^ '^* = 1 eine gleichseitige 

Hyperbel, da auch O — X==0 resp. 180® eine Gerade ist, so ist 
(9i + 92) "" (Xi + Z2) = ^ resf. 180® gleichfalls eine gleichseitige 
Hyperbel. Beide Hyperbeln entsprechen den Potenzlinien der Kreis- 
schaaren. Man kann sie als Potenzhyperbeln bezeichnen. 

Setzt man in Gleichung 12) und 13) Gartesische Goordinaten ein, 
wobei die Wahl des Nullpunktes ganz gleichgültig ist, ebenso wie 
die Richtung der reellen Axe, so genügen die linken Seiten der 
Differentialgleichung Au = 0. 

Durch Figur 30 sind diese beiden Lemniscatenschaaren dar- 
gestellt, und zwar ist die quadratische Eintheilung der Ebene ge- 
geben. Der Satz (9, -f- 92) — {Xi + Z2) = ^ entspricht ganz dem 
vom Constanten Peripheriewinkel, denn — X ist ein solcher. 
Schreibt man statt des Obigen (9, — X\) — (^2 — ^2) = y? so findet 
man, dass die Klammern Peripheriewinkel der Lemniscate dar- 
stellen, die über zwei Parallelseiten des Parallelogranmis in Fig. 30 
stehen. An Stelle des constanten Peripheriewinkels beim Kreise 
tritt also die constante Differenz zweier Peripheriewinkel bei der 
Lemniscate. 

Die elektrodynamische Deutung der Figur 30 ist sehr einfach: 
Macht man zwei Gegenecken des Parallelogramms zu positiven,- die 
beiden andern Gegenecken zu negativen Elektroden, durch welche 
Elektriciiät in eine unendliche Platte ein- resp. ausströmt, so sind 
die Lemniscaten der Schaar Linien constanter elektrischer Span- 
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nung, die des Büschels sind Stromlinien der Elektricität.*) Längs 
einer Büschellemniscate kann man die Platte ausschneiden, ohne 
dass sich der Zustand ändert. Die sonstigen elektrodynamischen^ 
ebenso die isothermischen und hydrodynamischen Deutungen der 
Figur wird der Leser leicht selbst aufstellen. 

Auf Figur 31 ist der Specialfall des Quadrates (an Stelle des 
Parallelogramms) behandelt, auf den wir bei späterer Gelegenheit 
zurückkommen. Der schattirte Theil stellt den stationären Zustand 
einer Kreisscheibe dar, in welche in den Punkten + 1 Elektricität 
ein-, in den Punkten + i ausströmt. 

Geht das Kreisbüschel der Z-Ebene durch den Nullpunkt und 
einen Punkt a -}- bi, so geht das Lemniscatenbüschel durch den 

Nullpunkt und das Punktpaar j/a + hi, d. h. man erhält ein Büschel 
der gewöhnlichen Schleifenlemniscaten. Die Gleichung desselben 
lautet 

14) ^ + ^, _ 2;t = y, 

die der orthogonalen Lemniscatenschaar hingegen 
15) £^ = c. 

Figur 32 stellt die quadratische Eintheilung der Ebene mittels 
dieser Curvenschaaren dar. Eine elektrodynamische Deutung ist 
z. B. die, dass zwei positive und eine negative Elektrode, letztere 
im Nullpunkte, vorhanden sind. Die Quantität der in letzterem 
ausströmenden Elektricität ist doppelt so gross als die, welche in 
jedem der beiden anderen Punkte eingeleitet wird. Hierin liegt 
ein Specialfall zu einem später abzuleitenden elektrodynamischen 
Gesetze. 

Für die symmetrisch gegen die reelle Axe liegende Schleifen- 
lemniscate dieser Figur hat man die Gleichung 

oder 

während die Gleichung der Hyperbel dieser Figur lautet: 



PPi 



= 1. 



*) Ich verdanke der Güte des Herrn Dr. Gu^bhard zu Paris den Be- 
sitz zweier Platten, auf denen die Figur 30 auf elektrochemischem Wege 
durch Nobili'sche Farbenringe mit ausserordentlicher Genauigkeit reproducirt 
ist. Man vergleiche dessen Abhandlungen im Electricien von 1882, in den 
Comptes Rendus der Acad^mie des Sciences und in den Bulletins de la So- 
ciätä de Physique desselben Jahres. 
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Auf entsprechende Analogien in der Kreisverwandtschaft braucht 
nur hingedeutet zu werden. 

Andere Specialfalle, z. B. diejenigen, wo die vier Eckpunkte 
des Parallelogramms auf der Geraden gruppirt werden, sind leicht 
durchzuführen. 

Nach § 19 haben die isogonalen Trajektorien des Kreisbüschels 
die Gleichung 

Q -"^^ 

Die entsprechenden Trajectorien des allgemeinen Lemniscaten- 
büschels 12 haben also die leicht zu deutende Gleichung 

16) ^^^ = clc ^y« + 9»^ - (/i +/») . 

Für den Specialfall 14 lautet die Trajectoriengleichung 

Auch die Trajectoriengruppen lassen die entsprechenden physika- 
lischen Anwendungen zu, nur handelt es sich nicht um Punkt-, 
sondern um Linien-Elektroden. Hat man zwei Individua des Kreis- 
büschels und zwei der Kreisschaar, so kann man die ähnliche Recht- 
eckseintheilung des Ebeuenelementes bis ins Kleinste durchführen. 
Dasselbe gilt von der lemniscatischen Eintheilung. Hat man also 
ausser den Brennpunkten zwei Punkte einer transscendenten Curve 
von der durch Gleichung 16) dargestellten Art, so kann man 
unendlich viele Punkte derselben elementar construiren. Zahlreiche 
Eigenschaften aller hier behandelten Curven lassen sich ohne jede 
Schwierigkeit aussprechen. Halbirung der Ebene durch eine den 
Nullpunkt passirende Gerade und die schon besprochene Formirung 
eines gewissen Kegels giebt Coordinatensysteme und Sätze für die 
Oberfläche desselben, und gleichzeitig werden physikalische Probleme 
gelöst, die der Verallgemeinerung auf alle Kegelflächen fähig sind. 
Figur 30 z. B. führt auf die Strom- und Spannuugscurven eines 
gewissen Kegels, bei dem in einem Mantelpunkte Elektricität ein-, 
in einem beliebigen andern ausströmt. 

§ 52. Einige Sätze über die behandelten Garyensysteme* 

1) Die Mittelpunkte des Kreisbüschels resp. der Kreisschaar 
liegen auf einer Geraden, die zur orthogonalen Kreisschaar gehört, 
folglich: Die Brennpunkte des Lemniscatenbiischels durch zwei Funkt" 
paare liegen auf einer orthogonalen gleichseitigen Hyperbel, die der 
Lenmiscatenschaar gleichfalls, 

Holzmüller, isogonale Verwandtschaften. 8 



114 Sechstes Gapitel. 

2) Spiegelung des Nullpunktes gegen die verschiedenen Indi- 
vidua eines beliebigen Strahlen büschels giebt einen durch den Null- 
punkt gehenden Kreis ^ die Fusspunkte der Lothe vom Nullpunkte 
nach dem Strahlenbüschel geben ebenfalls einen solchen Kreis. 
Nun war in § 49 bemerkt, dass der Linie X == a eine Hyperbel 

mit den Scheitelpunkten j/a und den Brennpunkten ]/2a entspricht, 
letztere also dem Spiegelpunkte des Nullpunktes gegen die Gerade 
correspondireu. Nach dem Satze von der Drehung folgt also: 

Die Brennpunkte des Hyperbelbüschels liegen auf der durch den 
Nullpunkt gehenden orthogonalen Lemniscate, die Scheitelpu/nkte liegen 
auf einer ähnlichen Lemniscate, 

3) Inversion des Strahlenbüschels durch a + &i nebst concen- 
trischer Kreisschaar gegen den Einheitskreis um den Nullpunkt 

giebt ein Kreisbüschel durch den Punkt , , . und den Nullpunkt. 

Folglich: Inversion des gleichseitigen Hyperbelbüschels durch das 

Punktpaar ]/a + 6i und der zugehörigen confocalen Lemniscaten- 
schaar gegen den Einheitskreis giebt ein Büschel von SchleifenlemniS' 

caten durch das Punktpaar y , , . und den Nullpunkt nebst ortho- 
gonaler Lesmniscatenschaar, Die Figuren 29 und 32 sind also re- 
ciprok. Die Verallgemeinerung für beliebig grosse Kreise giebt nichts 

Neues. 

4) Durch Inversion gegen einen Kreis um den Nullpunkt geht 
jedes Kreisbüschel nebst orthogonaler Kreisschaar wieder in ein 
solches über. Folglich: Inversion gegen einen Kreis um den Ntdl- 

punkt verwandelt jedes Lemniscatenbüschel durch Punktpaare "/a + 6i 

und ya^-\-b^i nebst orthogonaler Lemniscatenschaar wiederum in 
solche Curvenschaaren mit Büschelpunkten, die den gegebenen red- 
prok sind. 

5) Die Sätze 3) und 4) über die Erhaltung der Lemniscaten 
lassen sich auch auf ihre Trajectorien ausdehnen, d. h. auch diese 
behalten ihren Charakter bei. 

Man versuche diese Sätze auch analytisch nachzuweisen^ indem 
man zeigt, dass die Gleichungen der behandelten Curvensysteme 
ihre Gestalt bei den Transformationen beibehalten. 

6) Die Reihen von Berührungskreisen, die einem Winkel ein- 
geschrieben sind, haben ihre Berührungspunkte auf der Winkel- 
halbirenden; sind sie einem concentrischen Kreisringe eingeschrieben, 
so liegen die Berührungspunkte auf dem isothermisch halbirenden 
Kreise; war der Kreisring excentrisch, so 3var Äehnliches der 
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Fall, etc. Allen Säteen über solclie Kreisreihen, besonders auch den 
Schliessungsproblemen des § 18, entsprechen Sätze über Reihen von 
Lemniscaten, die einem Streifen oder Hinge oder einer Sichel ein- 
geschrieben sind, die von gleicJiseitigen Hyperbeln oder Lemniscaten 
begrenzt werden; nur müssen alle diese Curven dasselbe Centrum 
liaben. 

Äehnliches gilt von den Schliessungsproblemen , die Jacobi 
im 3. Bande des Crelle'schen Journals mit dem Additionstheorem 
der elliptischen Functionen in Verbindung gebracht hat. 

Auch die Sätze über Ereisreihen in dem Ringe zwischen loga- 
rithmischeu Spiralen und Doppelspiralen lassen sich auf berührende 
Lemniscatenreiheu zwischen den Trajectorien der Lemniscaten- 
büschel ausdehnen. 

§ 53. Die lemniscatische Geometrie und Kinematik. 

Man erkennt aus den vorigen Abschnitten, dass die Geometrie 

des Kreises und der Geraden sich mit Hülfe der Abbildung b = ]/Z 
elementar aus der ^-Ebene in die jSf-Ebene übertragen lässt, wenig- 
stens soweit es sich um die Geometrie der Lage und um longimetrische 
Relationen handelt. (Sätze über Flächeninhalte lassen zwar Deu- 
tungen zu, dieselben sind aber unbequem in Worte zu kleiden.) 
Jedem Satze und jeder Construction entspricht ein gewisser Satz 
oder« eine Construction, wobei an Stelle der Worte Gerade und 
Kreis die Worte gleichseitige Hyperbel und Lemniscate treten, nur 
haben diese Curven sämmtlich ein gemeinschaftliches Centrum. Ein 
Beispiel mag dies erläutern: 

Die Winkelhalbirenden des Dreiecks schneiden sich in einem 
Punkte, dem Centrum des eingeschriebenen Kreises, folglich: die 
gleichseitigen Hyperbeln, welche die Winkel des Hyperbeldreiecks 
halbiren, schneiden sich in einem Punkte, der ein Brennpunkt der 
eingeschriebenen Lemniscate ist. 

Sind femer P, Q, B, S Punkte einer Geraden, p, q, r, s ihre 
Entfernungen von einem ihrer Punkte a -{- bi, das Doppelverhält- 
niss also 



r — p s — p 



= K, 



r — a s—q 

so gehen diese Punkte in vier Punktpaare auf gleichseitiger Hyper- 
bel über, auf der auch das Punktpaar ya -{- bi liegt. Zieht man 
von diesem aus Radii vectores nach den vier Punktpaaren, so wird 
das lesmniscatische Doppelverhältniss 

8* 
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denselben Werth K haben. 

Ebenso geht das Doppelverhältniss von vier Strahlen 

sin (ac) sin (bd) ^ 
sin (bc] sin (ad) "^ * 

über in das lemniscatische Doppelverhältniss 

sin [(y + yt) - (« + «t)] • sin [(^ + 9^) - (ß + ft)] _ ^ 
sin [(y + y,)-(^ + ft)].8inL(* + *!)-(« + irO]~^l- 

Gerade die Sätze über projeetinsche Punktreihen und Strahlen- 
büschel sind demnach leichter Uebertragung fähig. Ausführlicheres 
findet man in des Verfassers Abhandlung über diese als lemnisca- 
tische bezeichnete Geometrie im 21. Bande der Zeitschrift für Mathe- 
matik und Physik. 

Wie man durch die Durchschnittspunkte entsprechender Ele- 
mente zweier projectivischen Strahlenbündel, ebenso durch die Ver- 
bindungslinien entsprechender Elemente projectivischer Punktreihen 
die Kegelschnitte definiren kann, so kann man mittels lemnisca- 
tisch projectivischer Hyperbelbüschel desselben Centrums resp. 
solcher Punktreihen auf gleichseitigen Hyperbeln Curven definiren, 
deren Gleichungen sich auf die Formen 

Pi • 1^2 4" 3i • ?2 *= ^1 (A^^ Ellipse entsprechend), 
PiP2 — ?i ?2 "= ^1 (^®^ Hyperbel entsprechend), 

p^P2 cos^ ^"Y * = -T- (der Parabel entsprechend), 

reduciren lassen. Man konnte dieselben als „lemniscatische Kegel- 
schnitte^ bezeichnen. 

. Setzt man z. B. als bekannt voraus, dass bei Einströmung der 
Elektricität in eine unbegrenzte ebene Platte mittels einer end- 
lichen, geradlinigen Elektrode, sobald die Ableitung im unendlichen 
Bereiche geschieht, die Spannungscurven für den stationären Zu- 
stand confocale Ellipsen (mit den Endpunkten der Geraden als 
Brennpunkten), die Stromlinien confocale Hyperbeln sind, so kann 

man mittels der Abbildung ^ = f/Z folgendes Problem lösen : Die 
Elektricität ströme ein durch zwei Elektroden , die gleiche und ent- 
gegengesetzte Theile einer gleichseitigen Hyperbel sind (im spe- 
ciellen Falle zwei gerade Linien gleicher Länge, die Theile der- 
selben Geraden sind, oder ein symmetrisches Kreuz aus zwei Ge- 
raden), während die Ableitung im unendlichen Bereiche geschieht. 
Welches ist die Gestalt der Spannungscurven und Stromlinien? 
Offenbar werden dieselben durch die beiden ersten Gleichungen der 
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letztbesprochenen Gruppe dargestellt. Auch das entsprechende 
Parabelproblem lässt sich leicht aufstellen. 

Im 21. Bande der genannten Zeitschrift ist auch gezeigt, wie 
die Bew^ung von starren Systemen in der .Z'-Ebene in eine Be- 
wegung lemniscatisch veränderlicher Systeme in der j8?-Ebene über- 
tragen werden kann. Es ist z. B. klar, dass der Rotation der 
Z-Ebene um einen Punkt a -{-bi eine Bewegung der jer-Ebene ent- 
spricht, bei welcher alle Punkte sich auf Lemniscaten mit den 

Brennpunkten +ya -{-bi bewegen, mit andern Worten: diese 
Lemniscaten sind der betrachteten Bewegung in sich selbst glei- 
tende Curven. Das gleichseitige Hyperbelbüschel dreht sich dabei 
unter steter Gestaltveränderung um das genannte Punktpaar. Die 
Bewegung entspricht etwa der Erscheinung an optisch zweiaxigen 
Krystallen, welche eintritt, wenn man das analysirende Nicol'sche 
Prisma oder das Erystallblättchen in seiner Ebene dreht* Auch 
die Parallelverschiebung des starren Systems, das ähnliche An- 
schwellen eines veränderlichen Systems und Gombinationen dieser 
Bewegungen lassen sich in mehr oder weniger interessanter Weise 
deuten, nachdem man sie in die ;8r- Ebene übertragen hat. Die 
Geschwindigkeiten ergeben sich dabei aus den absoluten Beträgen der 
Differentialquotienten. Der Verfasser hat diese Theorie als die der 
kmniscatischen Kinematik bezeichnet. Mit den besprochenen hydro- 
dynamischen Bewegungen hat dieselbe insofern nichts zu thun, als 
bei denselben die Geschwindigkeiten proportional dem reciproken 
Werthe des Differentialquotienten sind. 

§ 64. Lemniscatische Reeiprocität und Yerwandtschaft. 

Die Operation, welche bei der Abbildung z = j/Z der Inver- 
sion mittels eines Kreises der Z-Ebene entspricht, lässt sich zweck- 
mässig als isothermische Spiegelung gegen die Lemniscate bezeichnen. 
Wie bei der Inversion Kreise in Kreise übergehen, so gehen bei 
der entsprechenden Operation Lemniscaten desselben Gentrums in 
ebensolche Cemniscaten über. Ein Specialfall ist die isothermische 
Spiegelung gegen die gleichseitige Hyperbel, welche der Spiegelung 
gegen eine Gerade entspricht. Wie die Inversion ein Specialfall 
der Kreis Verwandtschaft ist, so ist die Spiegelung gegen die Lem- 
niscate ein Specialfall der allgemeinen Umniscatischen Verwandt- 
schaft. Eine Idee von letzterer kann man sich folgendermassen 
machen: Zwei Ebenen mögen in Kreis Verwandtschaft stehen, jede 

unterwerfe man der Abbildung z = \/Z^ dann stehen die beiden 
andern Ebenen in lemniscatischer Verwandtschaft. Allgemein kann 
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man die letztere folgendermassen definiren: Stehen zwei Ebenen in 
einer solchen Beziehung^ dass jedem auf dasselbe Centrum bezoge- 
nen Punktpaare der einen^ ein und nur ein Punktpaar der anderen 
entspricht, und dass je vier Punktpaaren der einen, die auf einer 
der zu jenem Centrum gehörigen Lemniscate liegen, jedesmal vier 
Puuktpaare der andern entsprechen, die gleichfalls auf einer solchen 
Lemniscate liegen, dann ist diese Beziehung eine lemniscatische 
Verwandtschaft. 

Da bei der Inversion Conformität und involutorisches Verhalten 
stattfindet, so gilt dasselbe von der entsprechenden speciellen lem- 
niscatischen Verwandtschaft. Sie gehört also zu den isogonalen 
und zugleich involutorischen Beziehungen. Wie sich ferner jede 
Kreisverwandtschaft im Wesentlichen auf eine Inversion reduciren 
lässt, so lässt sich jede lemniscatische Verwandtschaft im Wesent- 
lichen auf eine Spiegelung gegen eine Lemniscate reduciren. Nur 
dieser letztere Specialfall soll hier behandelt werden. Da ferner 
die ßeciprocität sich am bequemsten formuliren lässt, wenn man 
den Kreisradius gleich 1 setzt, so soll hier der Einfachheit halber 
die Spiegelung gegen die Lemniscate p^ .p^ = l geschehen. Die 

Entfernung der Brennpunkte vom Nullpunkte sei dabei j/e, wo e 
reell, aber sonst beliebig ist. Die Allgemeinheit wird dadurch nicht 
beschränkt, denn alle lemniscatischen Gestaltungen kommen dabei 
zur Geltung. Die entsprechenden Sätze können tabellarisch neben- 
einander gestellt werden. Natürlich ist der Punkt e das Centrum 
des spiegelnden Kreises der ^Z^Ebene. 



Inversion, 

1) Jeder concentrische Kreis 
mit Radius r = c geht über in 
einen concentrischen mit Radius 



Lemniscatische Spiegelung, 

1) Jede confocale Lemniscate 

Pilh = ^ 8^^^ ^^^^ ^^ ^^^^ Cö^" 
focale mit der Gleichung p^P2 



2) Jeder Radius der concen- 
trischen Kreisschaar erzeugt sich 
selbst wieder. 

3) Die Verwandtschaft ist ein- 
deutig. Unendlicher Punkt und 
Centrum entsprechen einander. 
Die Abbildung lässt sich elemen- 
tar durchführen. Die Beziehung 
ist eine conforme. 



2) Jede Orthogonalhyperbel der 
confocalen Lemniscaienschaar er- 
zeugt sich selbst wieder. 

3) Die Verwandtschaft ist zwei- 
deutig, kann jedoch durch Be- 
schränkung auf eine Halbebene 
als eindeutig aufgefasst werden. 
Unendlicher Punkt und die Brenn- 
punkte entsprechen einander. Die 
Abbildung lässt sich elementar 
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4) Jeder beliebige Ereis geht 
in einen Ereis über. Das Inver- 
sionscentrum ist Aehnlichkeits- 
punkt für sich entsprechende 
Kreise, und zwar äusserer, wenn 
es ausserhalb beider Kreise liegt, 
innerer, wenn es innerhalb liegt. 

5) Jeder Kreis mit Radius 
Q =i Cj in Bezug auf den das 
abbildende Gentrum die Potenz 
f^ hat, geht über in einen Kreis 

mit Radius p, =-5-, in Bezug 
auf den jene Potenz -75- ist. 



6) Die Mittelpunkte beider 
Kreise entsprechen einander im 
Allgemeinen nicht. Hat der eine 
vom abbildenden Gentrum die 

Entfernung Je, so ist die des 

fe . . 

andern -t? . Beide liegen auf einer 
t 

durch das Inversionscentrum ge- 
henden Geraden. 



7) Schneidet der eine Kreis 
den Inversionskreis unter a, so 
schneidet der transformirte Kreis 
den letzteren unter — a , Ortho- 
gonal-Kreise gehen in sich selbst 
über. 

8) Gerade werden Kreise, die 
durch das Inversionscentrum ge- 
hen, und umgekehrt. 

9) Das Kreisbüschel durch die 



durchführen. Die Beziehung ist 
eine conforme. 

4) Jede Lemniscate desselben 
Centrums geht in eine Lemnis- 
cate über. Die Inversionsbrenn- 
punkte sind Durchschnittspunkte 
für ^gewisse leicht zu definirende 
gleichseitige Hyperbeln, die mit 
den sich entsprechenden Lemnis- 
caten in Beziehung stehen. 

5) Jede Lemniscate PiP2 = c, 
für welche die lemniscatische Po- 
tenz der abbildenden Brennpunkte 
Pi' -P2 = ^^ ^st [z. B. ist für den 
Berührungspunkt einer der Aehn- 
lichkeitshyperbeln unter 4) p^ .p^ 
= t] geht über in eine Lemnis- 

cate g, g'2 = -Tj- , in Bezug auf 

welche jene P otenz|)j ^ . pj^ = 77 ist. 

6) Die Brennpunkte beider 
Lemniscaten entsprechen einan- 
der im AllgemeineiD' nicht. Ist 
für die einen, von 'den Inver- 
sions-Brennpunkten aus gerech- 
net, Pi . j).^ c= Ä, so ist für die 

andern P\P2==^' Beide Paare 

liegen auf einer durch die In- 
versions - Brennpunkte gehenden 
gleichseitigen Hyperbel. 

7) Schneidet die eine Lemnis- 
cate die abbildeude unter a, so 
schneidet die transformirte sie unter 
— tt . Orthogonale Lemniscaten 
gehen in sich selbst über. 

8) Gleichseitige Hyperbeln wer- 
den Lemniscaten , die durch die 
Abbildungs - Brennpunkte gehen, 
und umgekehrt. 

9) Das Lemniscatenbüschel 
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Punkte Q, q> und q^, 9)1 (von e 
aus gerechnet) geht über in das 

Kreisbüschel durch — , q> und 

— , 9?j. Die Orthogonalschaar des 

ersteren wird die des letzteren. 
Dasselbe gilt von den isogonalen 
Trajectorien. In einem Special- 
falle entsteht ein Strahlenbüschel. 



10) Die Reciprocität gegen den 
Kreis mit Radius r = 1 um den 
Punkt a + 6i ist, abgesehen vom 
Umklappen um die reelle Axe, 
identisch mit der Abbildung 



durch die Punktpaare PxP^ = ^? 
^i + ^2 = 9> und Pii)2 = ri, 
'^1 + '^2 = 9^1 g®'^* über in das 
Lemniscatenbüschel durch die 

Punktpaare j)i2^2 = - » '^1 + '^2 =" 9^ 
und p^p^ = y^, ^^ + ^2 = 9^1- 

Die orthogonale Lemniscaten- 
schaar des ersteren wird die des 
letzteren. Dasselbe gilt von den 
isogonalen Trajectorien. In einem 
Specialfalle entsteht ein Hyper- 
belbüschel. 

10) Die isothermische Spiegel- 
ung gegen die Lemniscate^), .|?2=1 
um das Punktpaar \/a -j- 6i ist 
im Wesentlichen identisch mit 
der Abbildung 



^-^ + ^' + z~(l+hi)- Z = j/a + M + ^ 



11) Die Spiegelung gegen den 
Kreis mit Radius r = c um a-^hi 
ist im Wesentlichen identisch 
mit der Abbildung 

Z= a -j- 6i + 



e — {a + bi) 
12) Die Spiegelung gegen die 
verticale Gerade x = a ist im 
Wesentlichen identisch mit der 
Transformation 

Z=2a — z. 



[a + hi) 
(für die Schleifenlemniscate um 

l+alsoZ=/l + ^L_). 

11) Die Spiegelung geg^n die 

Lemniscate jPj .p^ = c um }/a -f- ii 
reducirt sich auf die Abbildung 

Z='l/ a 4-bi 4- -= — .^ , , ^ • 
r ' ' 0* — (a + ftt) 

12) Die Spiegelung gegen die 
gleichseitige Hyperbel durch das 

Punktpaar j/a mit den Brenn- 
punkten j/2a wird repräsentirt 
durch die Function 

Sind z. B. die Brennpunkte + 1, 
so ist die abbildende Function 



13) Bei dieser Spiegelung bleibt 
der Radius des gespiegelten Krei- 



Z=}/l — z\ 

13) Bei dieser Spiegelung bleibt 
der Parameter p^ ,p^ ungeändert. 
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ses ungeändert. Geometrisch kann 
die Operation durchgeführt wer- 
den durch LothC; die um sich 
selbst verlängert werden. — Ge- 
rade gehen in Gerade über. 

14) Die Aufgabe, den Raum 
zwischen zwei sich nicht schnei- 
denden Kreisen in einen conceu- 
trischen Kreisring zu verwandeln, 
hat folgende geometrische Lö- 
sung: Man coDstruire die Potenz- 
linie beider Kreise, schlage um 
einen beliebigen Punkt derselben 
einen Orthogonalkreis und nehme 
einen der Durchschnitte desselben 
mit der Centrale der gegebenen 
Kreise zum Centrum der Trans- 
formation durch reciproke Radii 
vectores. Der Radius des spiegeln- 
den Kreises ist beliebig. Von der 
Wahl des Büschelpunktes hängt 
es ab, welcher Kreis der innere 
wird. 

15) Diese Transformation (und 
überhaupt jede Kreisverwandt- 
schaft) lässt sich reduciren auf 
die Abbildung durch eine Func- 
tion von der Form 

cz-\-d 

16) Inversion gegen einen Kreis 
verwandelt ein Viereck mit den 
Seiten j>, g, r, 5 in ein Bogen- 
viereck, dessen Sehnen die Län- 
gen j?i, gl, r,, 5i haben mögen. 
Dabei sind die Dappelverhält- 

nisse — und ^^ gleich. 



Der Brennpunkt X geht in ^1 — X^ 
über. Die Spiegelung kann voll- 
führt werden durch Orthogonal- 
hyperbeln, die um correspondi- 
rende Bogen verlängert werden. 
Gleichseitige Hyperbeln gehen 
wieder in solche über. 

14) Die Aufgabe, den Raum 
zwischen zwei beliebigen, sich 
nicht schneidenden Lemniscaten 
in einen confocalen Lemniscaten- 
ring zu verwandeln, hat also fol- 
gende Lösung: Man construire 
die ;, Potenzhyperbel ^ beider Lem- 
niscaten, lege um ein beliebiges 
Punktpaar derselben eine ortho- 
gonale Lemniscate und mache ein 
Durchschnitts - Punktpaar dersel- 
ben mit der Centralhyperbel zu 
Brennpunkten der spiegelnden 
Lemniscate, deren Parameter be- 
liebig ist. Von der Wahl des 
Durchschnitts-Punktpaares hängt 
es ab, welche Lemniscate die 
innere wird. 

15) Diese Transformation lässt 
sich reduciren auf die Abbildung 
durch eine Function von der 



z=/: 



a;g* + & 



Form ^ — y —^. , , 

der noch eine additive Constante 
hinzugefügt werUen kann. 

16) Die Punktpaare A^ A^^ 
B, JBj , C, Ci, By Dl mögen ein 
Viereckspaar bilden, in welchem 
die Entfernungen A^B^ und 

-ij^i iJiit P\ u^d P29 ^^® ^^^' 
fernungen A^D^ und -^jDi mit 

5, und ^2, ClB^ und CzBi mit 

q^ und 22» C'jDi und CjDi mit 

r^ und r2 bezeichnet werden 

mögen. Das lemniscatische Dop- 
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pelverhältniss ist dann 

(Pi > P t) (Tj . ft) . 

(«l • 2«) («1 . St) ' 

Spiegelt sich dieses Yiereckspaar 
gegen eine Lemniscate desselben 
Centrums, so bleibt für das neue. 
Doppelviereck das lemniscatische 
Doppelverhältniss constant. [.An 
Stelle des Doppelverhältnisses der 
Ereisverwandtschaft ist gewisser- 
massen ein Quadrupel - Verhält- 
niss getreten. 

16) Der entsprechende Satz für die Doppelwinkel ergiebt sich 
folgenderrnassen : Die Neigungen der eben besprochenen Badii vec- 

tores PiQ^r^s^, l>222*'2^2 seien g>iX\^iG)^, 9^2>C2^2^2* ^®^ lemnis- 
catische Doppelwinkel ist dann 

(9>i + 9^2) — (X\ + X2) + <^i + ^2) — (o^i + 0^2) 
an Stelle des Doppel winkeis der Kreis Verwandtschaft, welche für 
das einfache Viereck war (9? — x) -h (^ — o^)« Spiegelt sich nun 
das Doppelviereck gegen eine Le^nniscate desselben Centrums, so bleibt 
der neue lemniscatische Doppelwinkel von derselben Grösse wie vor- 
her. — 

Man erkennt aus diesen Beispielen, dass die lemniscatische Ver- 
wandtschaft ebenso vollständig durchgeführt werden Jcann^ wie die 
Kreisverwandtschaft. Sie ist die erste mehrdeutige isogonale Ver- 
wandtschaft, welche wirklich durchgeführt worden ist. Desshalb 
erschien ein längeres Verweilen nothwendig. Im üebrigen werde 
auf des Verfassers Abhandlung im 21. Bande der Zeitschrift für 
Mathematik und Physik verwiesen. Als üebungsbeispiel werde 
empfohlen das von Kirch hoff mit Hülfe der Inversion behandelte 
Pr.oblem, den stationären Zustand einer kreisförmigen Platte zu 
untersuchen, in welche in zwei beliebigen Punkten Ä und B Elek- 

tricität ein- und ausströmt, mit Hülfe der Abbildung = yz auf 
eine lemniscatisch geformte Platte zu übertragen. An Stelle der 
dort angewendeten Inversion tritt dann die lemniscatische Spie- 
gelung. 

§ 55. Welche Curven entsprechen den Geraden und Kreisen 

der is?- Ebene in der Z- Ebene? 

Die hier zu behandelnden Probleme geben weniger elegante 
Resultate, als die früheren. Die bequemen Factorenzerlegungen, 
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welche vorher auf die Produete der Radii vectores und auf die 
Summe ihrer Neigungswinkel führten, fallen hier weg. Ausserdem 
sind häufig zwei Ebenen übereinander zu betrachten, in denen die 
Zeichnungen sich nicht decken. Wir beschränken uns daher auf 
das Nothwendigste, was sich sofort aus den Relationen des § 48 
ablesen lässt. 

Den Parallelen x = a und y = b der Z-Ebene entsprechen die 
Curyenschaaren 

oder 

18) j/jB cos Y = a und /üsin — = 6. 

Dies sind aber ßrennpunktsgleichungen zweier Parabelschaarm, von 
denen die erstere ihren Scheitel rechts, die andere links vom Brenn- 
punkte hat, und zwar auf der reellen Axe. Beide Schaareii sind 
orthogonal und in der Form 17) genügt die linke Seite ihrer Gleichung 
der partiellen Differentialgleichung Au = 0. 

Aus dem Satze über Drehungen um den Nullpunkt folgt, dass 
überhaupt jeder irgendwie gerichteten Parallelenschaar der ;8f-Ebene 
eine Parabelschaar der Z-Ebene entspricht. So entsprechen z. R. 
den orthogonalen Parallelen 

X -{- Äy =^ Aa und y — Äx = b 

die Parabelschaaren 



19) 



j/ l^+f ±Ä + A y y^f - ^ = ^g , 



und die linken Seiten dieser Gleichungen genügen gleichfalls der 
partiellen Differentialgleichung. 

Figur 33 stellt zwei solche Parabelschaaren dar. Ihre isogo> 
nalen Trajectorien sind nach Obigem wieder Parabelschaaren. Alle 
Parabeln der Figur sind ähnlich, und zwar ist der Nullpunkt der 
gemeinschaftliche Aehnlichkeitspunkt. Denkt man sich die eine 
Hälfte der reellen Axe als positive Elektrode, während die Ablei- 
tung der Elektricität im Unendlichen geschieht, so ist die eine 
Parabelschaar die der Spannungscurven, die andere die der Strom- 
linien. Auch verschiedene isothermische und hydrodynamische Deu- 
tungen der Figur sind leicht zu geben. 

Dem Strahienbüschel durch den Punkt a -{- bi, also den 
Linien 
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arctän ^"" = y 
entspriclit das ParabelbüscLel 

20) arctan — - = y. 

In dieser Schreibweise wird der Differentialgleichung ziM = genügt. 
Einfacher kann man schreiben 

l/n sin I- - 6 
20*) ^—— ?- tan y. 

7/ ü cos Y — a 
Die orthogonale Kreisschaar des Strahlenbüschels hingegen, 

geht über in die Curvenschaar 

21) jig[(/^^±^_„)V(/s^^-OT=«, 

oder 21*) 

ü - 2 /S (a cos y + 6 sin -|) + «2 + 6^ ^ e^c. 

Letztere Gleichung ist ganz analog der Lemniscatengleichung 
ü^ — 2It}{a cos 2® + 6 sin 2®) + a^ + 6^ = ^2% 

denn an Stelle von jR^ ist lediglich ü^, an Stelle von 2® ist y 

getreten. Bezeichnet man die vorher behandelten Lemniscaten von 
einem höheren Gesichtspunkte aus als Lemniscaten 2^^^ Ordnung^ so 

kann maji die Curven 21) Lemniscaten ■^'^'* Ordnwag nennen. 

Die Gleichung vereinfacht sich, wenn man statt des Punktes 
a -{- bi den Punkt a zu Grunde legt, was der Allgemeinheit nicht 
schadet. Man erhält dann die Gleichung 

22) B — 2j/Baco8^=e'^<^-a\ 

Es giebt einen eigenthümlichen Weg, die Natur dieser Curven zu 
untersuchen, indem man nämlich feststellt, was bei der Abbildung 

Z =: (4? + ay oder X + Yi = [r (cos 9) + i sin g)) + a]^ 

den Kreisen um den Nullpunkt entspricht. Zunächst ist dabei 

^ox jX = r^ cos 29? + 2ar cos 9? + a^ 

\Y = r'^ sin 2q) + 2ar sin 9. 
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Hier betrachtet man 9) als unabhängige Yariabele, setzt fßr r den 
fraglichen Specialwerth r = 6^ als Parameter der aufzusuchenden 
Carven ein und berechnet die Coordinaten X und Y für jedes ein- 
zelne 9). Bekanntlich ist dies die Art; in der man die cyclischen 
Gurren zu untersuchen pflegt, und die Vergleichung zeigt, dass es 
sich hier in der That* um verlängerte und verhüriste Epicycloiden 
handelt, bei denen der rollende Ereis und der Basiskreis denselben 
Radius haben. Das System trägt den Namen der PascaVschen 
Schneckenlinien (lima9on8) ; da sich jedoch alle diese Curven um eine 
Cardioide gruppiren , würde der Name cardioidische Curven bezeich- 
nender sein. Hier handelt es sich um ein concentrisches System der 
letzteren. Es ergiebt sich nämlich Folgendes: 

Bei der Äbhildumg Z = ^^ entspricht dem Kreise mit Radius r 
um den reellen Punkt a der z- Ebene eine epicyclische Curve, deren 
Basiskreis den Punkt a^ zum Centrum und, ebenso wie der Roll- 
kreis, den Radius ar hat, während der vom Rolücreise gepührte Punkt 
die Entfernung r' von dessen Centrum hat. 

Ist r := a, d. h. passirt der Ereis der ;ef-Ebene den Nullpunkt, 
so entsteht nach § 40 eine Curve, die im Nullpunkte einen Rück- 
kehrpunkt hat, und dies ist eben die Cardioide. Setzt man in 
Gleichung 22) r =* e^ = a ein, so reducirt sie sich auf 

24) U = 4a2 cos« y • 

Aus der Vergleichung mit Gl. 18) ergiebt sich, dass Cardioide und 
Parabel reciproke Curven sind. BGerin liegt ein Specialfall eines 
Satzes von Quetelet, nach dem jede caustique secondaire sich in 
einen Eegelschnitt verwandeln lässt. 

In Figur 34 ist das System dieser Curven nebst dem orthogo- 
gonalen Parabelbüschel dargestellt. Nur der innere Baum der Car- 
dioide ist isothermisch eingetheilt worden. Die Eintheilung des 
äusseren Baumes würde zwei Biemann'sche Blätter erfordern, in 
denen die Zeichnungen sich nicht decken. In sind beide Blätter 
als zusammenhängend zu denken. Strömt in das eine derselben bei 
A Elektricität ein, die im unendlichen Bereiche beider abgeleitet 
ist, so würde die Figur die Spannungs- und Strömungslinien dar- 
stellen, wenn nicht eben das Modell eine Unmöglichkeit verlangte, 
nämlich das Durchkreuzen zweier Blätter ohne Zusammenhang. 

Denkt man sich dagegen Figur 34 als ein einfaches Blatt, in 
welches bei A Elektricität einströmt, während sie am Bande der 
Cardioide abgeleitet wird, so lässt sich das Experiment realisiren. 

Nun ist es selbstverständlich, dass jedem Ereisbüschel durch 
zwei Punkte a + fei und «i + b^i der jei- Ebene nebst Orthogonal- 
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schaar ein cardioidisches Büschel durch (a + &*)^ ^^^ {<^\ + &i*T ^^^ 
eine Orthogonalschaar cardioidischer Curven entspricht. Da zu jedem 
Ereisbüschel ein Kreis durch den Nullpunkt, auch zur orthogonalen 
Schaar ein Ereis durch den Nullpunkt gehört, so gehört sowohl 
zum Büschel, wie zur Schaar der cardioidischen Gurren eine wirk- 
liche Cardioide mit Rückkehrpunkt. Der Rückkehrpunkt ist allen 
so entsprechenden Systemen cardioidischer Curven gemeinsam und 
spielt in dieser Verwandtschaft dieselbe Rolle , wie das gemeinschaft- 
liche Centrum der verschiedenen Lemniscatensysteme in der Ver- 
wandtschaft IS s= j/Z. Um die isothermischen Gleichungen aufzu- 
stellen, hat man nur die in § 48 gefundenen Cartesischen Werthe 
für X und y in die isothermischen Gleichungen für das Ereisbüschel 
und die Ereisschaar einzusetzen. • 

Unbequem ist es, dass die Gleichungen in beiden Blättern der 
Z-Ebene sich nicht decken. In gewissen Fällen geschieht letzteres 
dennoch, nämlich dann, wenn die Büschelpunkte der Ereise ein 
Punktpaar in Bezug auf den Nullpunkt sind^ so dass die beiden 
Büschelpunkte der Gardioiden zusammenfallen. Ein solcher Fall ist 
in Figur 35 gezeichnet. Selbstverständlich gehört dann ein Ej*eis 
zum Büschel; gegen welchen Reciprocität stattfindet. Die Figur ist 
also leicht zu vervollständigen. Sie stellt z. B. die Strom- und 
Spannungscurven für den Fall dar, dass längs der positiven reellen 
Axe Elektricität einströmt; während die Ableitung im Punkte JB 
geschieht. Längs einer Stromlinie; z. B. längs des Ereises, kann 
man sich die Platte ausgeschnitten denken, ohne dass sich etwas 
ändert.. Figur 35 stellt also den stationären Zustand einer E^reis- 
scheibe dar, in welche längs des Radius Ä C Elektricität einströmt, 
während die Ausströmung im Punkte B vor sich geht. Statt dessen 
kann die Einströmung auch längs BC, die Ableitung längs der 
Ereisperipherie geschehen.. 

Ist femer einer der Ereisbüschelpunkte der Nullpunkt, so werden 
alle Büschelcurven der Z-Ebene wirkliche Cardioiden. Geht endlich 
die Potenzlinie des Ereisbüschels durch den Nullpunkt, wobei zur 
Orthogonalschaar ein Nullpunktkreis gehört, so entspricht ihm ein 
cardioidisches Büschel, welches eine Gerade als Symmetrieaxe ent- 
hält. Zur Orthogonalschaar desselben gehört dann ein Ereis um 
den Rückkehrpunkt des Systems. 

]Qs lässt sich offenbar, wie eine lemniscatische, so auch eine 
cardioidische Geometrie vollständig durchführen, welche Sätze über 
Gerade, Ereise, Lemniscaten und gleichseitige Hyperbeln gemein- 
schaftlichen Centrums in Sätze über Parabeln , cardiodiscbe Oaryen, 
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Kreise und Gerade verwandelt. Dabei offenbart sich mancher eigen- 
thfimliche Zusammenhang. 

Der Fignr der Z- Ebene z. B., welche zeigt , dass die Brenn- 
strahlen der Parabel parallel der Axe reflectirt werden, entspricht 
eine Figur der i^Ebene, ans welcher entnommen werden kann, dass 
die TangentenstQcke der gleichseitigen Hyperbel zwischen den 
Asymptoten durch den Berfihrungspunkt halbirt sind. 

Noch einige Sätze seien ohne Beweis angegeben : Inversion vom 
Bfickkehrpunkte ans verwandelt jedes cardioidische BOschel nebst 
Schaar wieder in ein solches. 

Der Ort, wo das Strahlenbüschel durch Null das confocale 
Pteabelbfischel orthogonal schneidet, ist eine Cardioide. Dasselbe 
gilt von anderen constanten Winkeln. 

Isothermische Spiegelung gegen die Cardioide verwandelt jedes 
cardioidische Büschel nebst Orthogonalschaar wieder in ein solches, 
nur muss der Rückkehrpunkt für die letzteren Systeme derselbe 
sein. Dies führt auf die cardioidische Verwandtschaft, die im All- 
gemeinen durch die Function 

\cViVd) 

reprisentirt wird. 

Auch die physikalischen Deutungen der allgemeinen cardioi- 
disehen Büschel sind leicht zu geben. Hydrodynamisches findet man 
bereits in einer Abhandlung von Amstein: ^Quelques exemples de 
repr^sentation conforme avec leur application a nn probleme d'hy- 
drodynam^ue^ in dem Bull. Soc. Vaud. Sc. Nat. XVI, p. 249, wo 
onter Anderem die Abbildung z «» 2Z — Z^ behandelt wird, die 
nicht wesentlich verschieden von ^ = — (Z — 1)^, also nahe ver- 
wandt mit der unsrigen ist. 

§ o6. Litteratur. 

1) In § 11 und 12 der Siebeck'schen Abhandlung in Bd. 55 
des CrelL Journals wird die allgemeinere Abbildung 

Z = a + 6^ + c^' 

behandelt Einige geometrische und kinematische Satze über die 
auftretenden Parabeln kommen dabei zur Sprache. Lenmiscatisches 
wird nur angedeutet. 

2) In Bd. &5 von Grnnerts Archiv (Jahrg. 1873) befinden sich 
zwei Anfisatze von Wangerin, a) lieber eine neue Abbildung einer 
Ebene aof eine andere, b) lieber einige Eigenschaften der Lemnis- 
caten. Es handelt sich dabei im Wesentlichen um die Function 
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Z = cy "^^ » Von den Lemniscatenbüscheln kommen^ wie so- 

fort aus der Gestalt der Function folgt, diejenigen zur Sprache, 
deren Büschelpunkte auf einem Quadrate liegen. Ausserdem werden 
noch die der Figur 32 entsprechenden behandelt. Den allgemeinen 
Fall, bei dem die ßüschelpunkte ein Parallelogramm bilden, ebenso 
die Allgemeingültigkeit der Sätze 



PiPi 



= c und (^j + ^2) - iXt + X2) = y^ 



findet man nicht dort, sondern zuerst in meiner Abhandlung über 
lemniscatische Geomßtrie im 21. Bd. der Zeitschr. für Mathem. und 
Phys. 1876 , bei deren Abfassung mir übrigens die Arbeit des Herrn 
Wangerin noch nicht bekannt war. Das Referat, welches im Jahr- 
buch über die Fortschritte der Mathem. VIII, S. 537 über meine 
Arbeit gegeben ist, beansprucht irrthümlich die Priorität der allge- 
meinen Sätze für Herrn Wangerin, während dieser Anspruch auf 
die genannten Specialfälle zu beschränken ist. Die letzteren kommen 
zur Anwendung in der XVIII. Preisschrift der Jablonowski'schen 
Gesellschaft: Reduction der Potentialgleichung für gewisse Rotations- 
körper. Leipzig, 1875. 

3) Die isothermische Spiegelung gegen die gleichseitige Hyperbel 
hat Verfasser bereits in den „Beiträgen zur Theorie der isogonalen 
Verwandtschaften^, Bd. 18 der Zeitschr. für Mathem. und Physik 
eingehend behandelt, die Spiegelung gegen die allgemeinen Lemnis- 
caten im Band 21 dieser Zeitschrift. 

4) Isothermisches über die confocalen Lemniscaten findet man 
in den Le9ons sur les coordonnees curvilignes von Lam€. 

5) Specialfälle von Lemniscatenschaaren kommen in folgenden 
Abhandlungen elektrodynamischen Inhalts zur Sprache: 

Sm aasen, Pogg. Annalen, Bd. 69, S. 104 (1846). 
Quincke, Pogg. Ann. Bd. 97, S. 182 (1856;. 
Auerbach, Wied. Ann. Bd. 3, S. 498 (1878). 
Guebhard, Comptes Rendus, April 1880. 
Guebhard, Electricien, 1880 u. 81. Methode flectrochimique. 
Hildebrandt, üeber stationäre elektr. Strömung. Inaug.- 
Diss. Göttingen, 1881. 

6) Man vergleiche auch des Verfassers Abhandlung im 18. Bd. 
der Mathem. Annalen: ;, Vollständige Durchführuhg einer isogonalen 
Verwandtschaft, die durch eine gebrochene Function zweiten Grades 
repräsentirt wird.^ 1881. 
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Siebeutes Capitel. 

Verallgemeinerung der lemniscatischen Verwandtschaft. — 

Ein wichtiger Specialfall. 

« 

§ 57. Die ganze Function zweiten Grades. 
Die Function 

deren Umkehruug ist 

^ c ' 

lässt sich schreiben 

Die entsprechende Abbildung ist nicht wesentlich verschieden von 
Z = e'^, denn der Zusatz c„ — { — ) bedeutet nur eine Verschiebung 

des durch Z = c (z -- — | transformirten Gebildes, und hier be- 
deutet der Factor c nur eine Drehung und Vergrösserung (resp. Ver- 
kleinerung) der durch Z = Iz — — | entstandenen Zeichnung. In 

letzterer Abbildung endlich bedeutet — nur eine Verschiebung der 

Argumentebene vor der Transformation Z = z^. Die Abbildung 1) 
bietet also nichts Neues und kann elementar durchgeführt werden. 
Dem Strahlenbüschel durch einen Punkt a + 6i der Z-Ebene und 
der orthogonalen concentrischen Kreisschaar entspricht ein Büschel 
gleichseitiger Hyperbeln durch die Punkte 

4) g = c.±yc,^-{-c {a + hi-^^) 

nebst der zugehörigen Orthogonalschaar confocaler Lemniscaten um 
diese Punkte. 

Auf der Mitte der Verbindungslinie dieser Brennpunkte liegt 
der dem Verzweigungspunkte entsprechende Punkt. Das Strahlen- 
büschel durch diesen und die zugehörige concentrische Kreisschaar 
entsprechen dem Strahlenbüschel und der concentrischen Kreisschaar 
durch resp. um den Verzweigungspunkt der Z- Ebene, nur werden 
die letzteren Kreise doppelt durchlaufen und die Winkel zwischen 
den Geraden sind doppelt so gross. 

Holzmfiller, isogonale Verwandtschaften. 9 
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Um die Probe für diese Betrachtungen zu machen , untersuche 
man den Differentialquotienten 

derfürjöf^— verschwindet. Denselben Werth aber findet man 

c 

durch Addition der beiden durch Gleichung 4) gegebenen Werthe, 
sobald man durch 2 dividirt. Einsetzung des Werthes giebt als Ver- 
zweigungspunkt der Z-Ebene Z =^ c„ Dasselbe Resultat er- 

giebt sich , wenn man untersucht, in welchem Punkte die Function 2) 
eindeutig wird, d. h. für welchen Werth von Z die Wurzel ver- 
schwindet. 

Dass den Geraden der jSf-Ebene Parabeln mit dem* Verzweigungs- 
punkte als Brennpunkt entsprechen, während die Kreise in cardioi- 
dische Curvensysteme übergehen, für welche jener Punkt die Be- 
deutung eines Kückkehrpunktes hat, dies ergiebt sich mit allen 
hierher gehörigen Consequenzen aus den Betrachtungen des vorigen 
Capitels. 

Die Theorie der vorliegenden Abbildung vollständig zu absol- 
viren, kann demnach als leichte üebungsaufgabe dem Leser über- 
lassen bleiben. 

§ 68. Eine weitere Verallgemeinerung. 

Eine weitere Verallgemeinerung der lemniscatischen Verwandt- 
schaft erhält man auf folgendem Wege: 

Man denke sich eine Ebene g = | -j- ly* durch die Functionen 
g = c;8f2 -{- c?4? + c und g = c,Z2 -j- d,Z -j- e, zur e- und Z-Ebene 
in Beziehung gesetzt, so dass den Geraden der g-Ebene in beiden 
anderen Ebenen gleichseitige Hyperbeln, den Kreisen aber Lemnis- 
caten entsprechen. Zwischen der Z- und jSf-Ebene besteht also eine 
lemniscatische Verwandtschaft, und zwar eine derartige, dass die 
unendlichen Bereiche beider Ebenen einander entsprechen. Aus der 
Gleichung 

c,Z^ -{- d,Z + e, = cz^ -^^ dz + e 

ergiebt sich als abbildende Function 



^ 2c, 

Um das gegenseitige Entsprechen der unendlichen Bereiche aufzu- 
heben, unterwerfe man die g-Ebene zunächst der Transformation 
mittels der gebrochenen Function V^^ Grades, wobei Kreise im all- 
gemeinen Kreise bleiben, d. h. man setze 
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.^-<^^' + <^^ + e, 

berechne aus beiden Gleichungen g, setze die Kesultate gleich und 
ermittele aus der letzten Gleichung die Function Z und ihre üm- 
kehrung 0. So ergiebt sich analytisch der allgemeinste Ausdruck 
für die lemniscatische Verwandtschaft. Analog lässt sich die car- 
dioidische Verwandtschaft verallgemeinern. Statt der ersteren all- 
gemeinen Aufgabe sei hier ein Specialfall behandelt. 



§ 59. Die involutorische Abbildung Z=yi—J^. 

Ein besonders wichtiger Specialfall der lemniscatischen Ver- 
wandtschaft ist die Abbildung Z = "/l — z"^, die schon in § 54 
unter 12 erwähnt und als isothermische Spiegelung gegen die gleich- 
seitige Hyperbel mit den Brennpunkten + 1 gedeutet wurde, bei 
welcher die Lemniscaten und gleichseitigen Hyperbeln mit dem Null- 
punkte als Centrum erhalten bleiben. Diese Transformation giebt 
Resultate von allgemeinerem Interesse. Die Analogie mit der Formel 
cos = y\ — sin*^ z lässt auf elegantere Ableitung mancher Sätze 
schliessen, worauf wir später zurückkommen. 

Zunächst ist die Analyse der hierher gehörigen ßiemann'- 
schen Blätter durchzuführen. Nach Obigem steht zu vermuthen, 
dass die Z- Ebene zweiblättrig ist. Da aber aus Z = ^l — z'^ als 
Umkehrung je? = ^1 — Z^ folgt, so muss auch die je? -Ebene zwei- 
blättrig sein. Die Windungspunkte ergeben sich durch die Be- 

trachtung des DiflFerentialquotienten Z' = yrzT^i ' JDerselbe ver- 
schwindet für je? = 0, d. h. für Z = + 1 . Beide Punkte sind Win- 
dungspunkte der Z- Ebene, wegen des involutorischen Charakters 
der Function aber auch solche der jS?- Ebene. In ihnen wird die 
Conformität gestört und jeder Winkel, der dort seinen Scheitel hat, 
im Vergleich zu dem entsprechenden der anderen Ebene verdoppelt. 

Den Verzweigungsschnitt, längs dessen die beiden Blätter jeder 
Ebene sich ohne Zusammenhang durchkreuzen , kann man entweder 
in die gerade Verbindungslinie der^ Punkte + 1 legen, oder mit 
Ausschliessung dieser Strecke in die unbegrenzte reelle Axe. Der 
verständlicheren Zeichnung halber wählen wir in Figur 36 a) und b) 
das letztere. 

Da zum ersten Male ein complicirterer Zusammenhang an uns 
herantritt, mögen die angegebenen Verhältnisse schrittweise erledigt 



132 Siebentes CapiteL 

werden. Bei der Abbildung Z^ = z^ entsprechen sich die Quadran- 
ten nach der im vorigen Capitel erörterten Art und Weise, bei der 
Transformation Z„ = 1 — z^ also entspricht dem 1*«^, 2*«°, 3*«^ 
4*«^ Oktanten der jSf-Ebene der 3*«, 4*% 1*« und 2*« Quadrant des oberen 
Blattes der Z„- Ebene, dem 5*«°, 6*«°, 1^^ und 8*«" Oktanten der 
ersteren der 3*®, 4*®, 1** und 2*® Quadrant des unteren Blattes der 
Z„- Ebene, nur ist in letzterer der Punkt + 1 zum Centrum der 
Quadranten eintheilung zu machen. Jetzt werde die ^„-Ebene der 
Abbildung Z = yZ„ unterworfen, also die j8?-Ebene der Abbildung 
Z =]/l — B^. Dabei wird ihr Nullpunkt zum Windungspunkte 
per Ordnung, alles übrige bleibt. Die Hilfsebene Z„ wird also 
4-schichtig, so dass die mit ihr in Beziehung stehende jer-Bbene zwei- 
schichtig wird, die Z-Ebene selbstverständlich gleichfalls zwei- 
schichtig. Die vier Quadranten um den Punkt + 1 der Z„- Ebene 
werden zu 8 Räumen, die durch Gerade durch Null und die gleich- 
seitige Hyperbel durch + 1 symmetrisch abgegrenzt werden. Schliess- 
lich hat man den durch Figur 36 a. und b. dargestellten Zusammen- 
hang. Die Optanten 1-- 8 des oberen Blattes der z-Ebene entsprechen 
den Theilen 1 — 8 der Z- Ebene y welche rechts von der imaginären 
Axe in den beiden Schichten liegen. Die Oktanten L bis VIII, im 
Unterblatte der z- Ebene verwandeln sich in die Theile L bis VIII. 
links von der imaginären Axe der Z- Ebene, die in beiden Blättern 
liegen. 

Dem einfachen Umgange um A innerhalb des Einheitskreises 
der j?- Ebene entspricht der doppelte Umgang um den Punkt A^ oder 
A^ der Z-Ebene, je nachdem man sich A im oberen oder unteren 
Blatte der ersteren dachte. Dem einfachen Umgange um B inner- 
halb des Einheitskreises der Z- Ebene entspricht in gleicher Weise 
der doppelte Umgang um 5, oder B^ in der j8i-Ebene. Die Figur 
erläutert alle diese Verhältnisse aufs bequemste. Jede Zweideutigkeit 
ist aufgehoben. Man prüfe den Zusammenhang an einzelnen Punkten. 
So liegt z. B. der Punkt + 2 der ;ef- Ebene auf der Grenze von 1 
und Vni oder I und 8, denn 1 und 8 sind dort ohne Zusammen- 
hang, ebenso wie I und YHI. Die entsprechenden Punkte der Z- 
Ebene sind die durch }/ \ — 2^ bestimmten, d. h. die Punkte 
+ iys. Man sieht in der That, dass in der Z- Ebene der eine 
auf der Grenze von I und 8, der andere auf der von 1 und VIH 
liegt. Sein Gegenpunkt — 2 aber entspricht Punkten der Z-Ebene 
an derselben Stelle, nur im unteren Blatte gelegen. Dass die gleicli- 
zahligen Theile I und 1 , II und 2 u. s. w. in der Z-Ebene jedesmal 
entgegengesetzte Lage haben, entspricht ganz der Natur der Qua- 
dratwurzel. Wegen des involutorischen Charakters der Abbildung 



§ 59. Die Abbüdung Z= l/l - z\ 133 

kann man die Oktanteueintbeilung auch in dieZ-Ebeue^ die hyper- 
bolische in die jer-Ebene einzeichnen. 

Femer ergeben sich folgende analytische Beziehungen, in denen 
übrigens an jeder Stelle die grossen und kleinen Buchstaben ver- 
tauscht werden können: 

a) Ben Lemniscateii P^. F^^ c um die Punkte + (^^ + ß^) 
der Z' Ebene entspreclien die Lemniseaten p, .p.^ = c um die Funkte 

+ ^1 -(«+ ßiy 

der Z'Eheney den gleieliseitigen Hyperhein 0, -j- ©j == y (resp. 
y + 360®, was auf den entgegengesetzten Hyperbelarm führt) die 
gleichseitigen Hyperbeln ^ 

^^ 4-^2 = ^ + 180« oder 

^j + ^.^ - 180« = y {resp. y + 360«). 

Unter Zugrundelegung dieser Brennpunkte correspofuUren also fol- 
gernde Curven mit einander: 

6) /-[(Pj-A), (®i + ®2)] = 0, 

f[(Pi .P2), (^1 + ^2 - 18 0«)] =0 . 

b) Setzt man « + /3i = 0, so wird y~l — {a + ßiy = ± 1, 

die Lemniseaten F^. F2 = (? also gehen über in die Kreisschaar 

B = c, die Hyperbeln 0, -f ©2 = 2;^ in die Geraden @ = y durch 

den Nullpunkt Ihnen entsprechen in der ^er-Ebene die Lemniseaten 

j}j .|>2 = c^ oder Yp^p^ = und die Hyperbeln 

^^ + ^2 = 2y-f 180« oder ^?L±^« _ 90« = y . 
Also entsprechen sich in beiden Ebenen die Curven 

7) fiR, @] = und f [j/^T^ . [^^ - 90«)] = 0, 

wobei die Polarcoordinaten auf den Nullpunkt, die lemniscatischen 
auf die Punkte + 1 zu beziehen sind. 

Auch durch Rechnung lassen sich diese Beziehungen ermitteln. 
Ans 



folgt 

8) 



X±Yi = ]/\ - {x±yiy 



■y^ i/ V{x^ + 2/' + ^)' - ^ ^^ - (^' - y^ - i) 



Die letzteren Wurzeln gleich a. resp. b. gesetzt, geben die isother- 
mischen Gleichungen der Curven, welche den Parallelenschaaren 
X = a und Y =b entsprechen, x^usserdem folgt für 
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x' + r» = c' 

als entsprechende Curvengleichung 



für d' = arctan ^ der Werth 

?j_+^ =: arctan l^JL 

oder bequemer für 2'9' ^ arctan y^^ y, die Gleichung 

^1 + ^2 = o^lyL -i = arctan -^^ + arctan --^ , 

wobei die periodischen Zusätze +^^ vernachlässigt sind. 

Sehr bequem ergiebt sich aus 8) die hyperbolische Beziehung 

jQ. fX2 — Y^ = a, resp. 1 — ic^ + y« = a, 
\ X y = 6, resp. xy = b. 

Von besonderem Interesse ist ferner das gegenseitige Entsprechen der 
Kegelschnitte mit den BrennpunTcten + 1 in beiden Ebenen ^ welches 
an dieser Stelle folgendermassen bewiesen werden kann. 
Die Ellipse i)i + P2 = ^ (^^g- 37), oder 

kann, da p^'^ = r^ -f- 1 — 2r cos %'y p^^ = r^ -f- 1 -|- 2r cos d" ist, 
geschrieben werden 

Nach obigem geht dies durch unsere Abbildung über in 

2P,P2 + 2 + 2iJ2 = cS 

wo Pj und P2 von + 1> ^ ^^^ ^ ausgeht, also in eine Gleichung 
derselben Gestalt, die sich, wie die vorige, schreiben lässt 

Also : Die Ellipse p^ -^ p^ = c \xm -^1 in der j8i-Ebene geht über in 
die congruente Ellipse F^-^ P^ = c um +1 in der Z-Ebene. 

Aehnliches gilt von der Hyperbel mit denselben Brennpunkten. 
Ihre Gleichung p^ — p,^ z=^ c kann geschrieben werden 

2r2 + 2 — 2i?i P2 = ^% 
was durch die Abbildung Z ==j/l — 0^ übergeht in 
2P,P2 + 2 — 2E2 = c2, oder 2PjP2 — (2 + 222)^ = c^ — 4, 
oder P^2 + p^z — 2P1P2 = 4 — c^, 

oder endlich 

P, -P2 = ^^=^7^. 
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Üies ist wieder eine Hyperbel mit den Brennpunkten + 1 , die sich 
übrigens schreiben lässt 

Es entsprechen sich also in beiden Ebenen folgende Curvenschaare^i 
in elliptischen Coordinaten mit den Grundpunkten + 1 : 

und f[{p^ + p^), (i)i - p^)] = 0. 

Später wird sich zeigen, dass diese confocalen Kegelschnitte 
auch isothermische Coordinaten sind. Eine leichte Betrachtung 
mittels der Asymptoten zeigt übrigens, dass die Asymptoten winkel 
der sich entsprechenden Hyperbeln sich zu 90^ ergänzen, so dass 
man die Curven als Complementarhyperbeln bezeichnen kann. Die 
Uebertragung der Punkte der jer-Ebene in die ^-Ebene kann also so 
geschehen, dass mau auf der durch jeden Punkt gehenden Ellipse 
bis zur Complementarhyperbel der durch den Punkt gehenden Hy- 
perbel wandert. Dabei entspricht die Hyperbel mit den Asymptoten 
+ 45® sich selbst, d. h. man hat die früher erwähnte isothermische 
Spiegelung gegen die gleichseitige Hyperbel. 

Ferner ist folgende Beziehung von Interesse: Die reciproJcen 
Ourven der Kegelschnitte mit den Brennpunkten + 1 gegen den Ein- 

heitskreis gehen durch die Abbildung Z = j/1 — jsr^ über in das Kreis- 
büschd durch + 1 und die orthogonale Kreisschaar. 

Der Beweis lässt sich folgendermassen geben: Nach § 26 ist 
die Gleichung der Reciproken der Ellipsen 

12) ^'+^' =c. 

Nach den eben ermittelten analytischen Beziehungen geht dies 
durch unsere Abbildung über in 

13) %±l^ = c. 
oder 

Pt 



P* j/Pi 



woraus sich ergiebt 



oder 

^ 13*) ^ = Ä, 

d. h. die Gleichung einer Kreisschaar um die Punkte + 1. 
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Die Rcciproken der Hjperbelschaar haben nach demselben § 
die Gleichung 

was durch unsere Abbildung übergeht in 

15) i/iEEEM = c,. 

Diese Wurzel hat aber nach Fig. 37 eine einfache trigonometrische 
Bedeutung; sie ist nämlich gleich deni doppelten Sinus des halben 
Winkels zwischen den Radii vectores^ so dass man hat: 

15*) 2sin|- = Ci. 

Der Winkel y ist also constant, die Spitze des Dreiecks bewegt 
sich also auf einem Kreise durch + 1; so dass an Stelle der Curven 
14) das Kreisbiischel durch diese Punkte tritt; welches die Ortho- 
gonalschaar zur vorigen ist. Vergl. Fig. 37. 

Statt 15*) kann man auch schreiben 2 sin ^* "7 ^* «= Cj, oder 

15**) 9i — 92 = 2 aresin ^ • 

Die Gleichungen 



/ 



V2^ r Vi 



und I (g?i — 92) — 2 (^2 — 9i) = ^1 

sind übrigens von ganz analoger Gestalt. 

Schliesslich hat man zwischen beiden Ebenen noch die analy- 
tische Beziehung; dass sich folgende Gurvensysteme entsprechen: 

wo die Radii vectores von den genannten Punkten ausgehen. In 
Fig. 43 sind die Reciproken der confocalen Kegelschnitte dargestellt. 
Aus dem isothermischen Charakter des Kreisbüschels kann man auf 
den dieser Reciproken und daraus schon hier auf den der confocalen 
Kegelschnitte schliessen. Es ergeben sich unter Anderem folgende 
physicalische Deutungen : 

1) Einströmung der Elektricität längs einer endlichen Geraden^ 
Ableitung im unendlichen Bereiche , führt auf confocale Ellipsen als 
Spannungscurven, auf confocale Hyperbeln als Stromlinien. Vergl. 
Fig. 38, a. 

2) Aus einer unbegrenzten Geraden denke man sich ein end- 
liches Stück ausgeschnitten. Durch den einen Rest ströme Elek- 
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tricität ein , durch den andern aus. Die Spannuugscurven sind con- 
focale Hyperbeln, die Stromlinien confocale Ellipsen. Vgl. Fig. 38, a. 

3) Einströmung durch die beiden Resttheile unter 2), Ausströ- 
mung durch das unbegrenzte symmetrische Loth giebt dieselbe Figur. 

4) Einströmung durch dieselben beiden Resttheile, Ableitung 
durch den Halbirungspunkt des fehlenden Stückes der Geraden führt 
auf die Reciproken der confocalen Ellipsen als Spannungscurven, 
auf die Reciproken der Hyperbeln als Stromlinien. Vgl. Figur 43, a. 

5) Einströmung durch die eine Hälfte einer endlichen Geraden, 
Ausströmung durch die andere Hälfte derselben, führt auf dieselbe 
Figur mit Umtausch der Strom- und Spannungslinien. 

6) Einströmung durch eine endliche Gerade, Ausströmung durch 
das unbegrenzte symmetrische Loth giebt dieselbe Figur. 

Der Reichthum analytischer und geometrischer Beziehungen 
zwischen beiden Ebenen ist gerade bei der vorliegenden Abbildung 
ein ausserordentlicher. Der Verfasser hat bereits in seinen Beiträgen 
zur Theorie der isogonalen Verwandtschaften*) auf denselben hin- 
gewiesen und die Betrachtungen dort bis auf die elliptischen Func- 
tionen ausgedehnt. 

Dem Leser kann es überlassen* bleiben, durch die Operation 
der isothermischen Spiegelung gegen die verschiedenen Individua 
der hier besprochenen Isothermenschaaren neue geometrische Sätze 
aufzufinden und die neuen Figuren physikalisch zu deuten. Sämmt- 
Hche Fälle der lemniscatischen Verwandtschaft lassen sich in der 
gleichen Weise durchführen. Auf einige derselben kommen wir 
noch zurück. 

§ 60. Beispiel^ zu den Curven proportionaler Bogenlängen. 

Es handelt sich um Gurven, deren entsprechende Bogenlängen 
im Constanten Verhältniss 1 : q^ stehen, wo Qi den absoluten Betrag 
des Differentialquotienten der abbildenden Function bedeutet. In 
§ 46 wurde auf dieses Problem aufmerksam gemacht. Speciell han- 
delt es sich um die Frage, auf welchen Curven bei der isothermischen 
Spiegelung gegen die Lemniscate das VergrösserungsverhäUniss con- 
stant ist. Zwei Specialfälle geben ein einfaches Resultat. 

Die Function Z =y\ — z'^ vermittelt die Spiegelung gegen die 
gleichseitige Hyperbel mit den Brennpunkten + 1 • t>a der Diffe- 
rentialquotient 

dZ -- z 



dz yi ^z^ 



*) Zeitschr. für Mathem. u. Phys. XVIII, S. 228 — 251. (Jahrg. 1873). Auch 
Programm 1873 des Gymnasiuma zu Elberfeld. 
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für reelle Werthe des Arguments, die kleiner als die Einheit sind, 
reell ist, so folgt aus 

X+Yi '" + «'* 



Kl - (x+yi)* 
die Gleichung X — Fi = — "-V* - 

also entsteht durch Multiplicatiou und Kadicirung der absolute Betrag 

i? = 



4 ; 

^(1 + Ä + y t) (1 + Ä — y t) (1 - a: + yi) (1 — a? — yi) yp .p, 

wenn p und pj die von + 1 ausgehenden Radii vectores sind. 

Setzt man diesen absoluten Betrag, also auch das Vergrösse- 
rungsverhältniss JB = c, so ergiebt sich Folgendes: 

Bei der isothermischen Spiegelung gegen die gleichseitige Hyperbel 
mit den Brennpunkten + 1 ist das VergrösserungsverhäUniss cönstant 
gleich c für die Funkte der Curve 

16) -^ = c\ 

d. h. für die Individua der Orthogonalschaar des durch und + 1 
gehenden Büschels von Schleifenlemniscaten. 

Nun verwandelt sich aber bei der Abbildung Z = ]/l — z^ der 
Parameter jp.jp,, von + 1 'aus gerechnet, in das Quadrat des vom 
Nullpunkte ausgehenden Radius r, und umgekehrt r^ in p,p^. Folg- 
lich: Die durch Gleichung 16) dargestellte Curve geht über in die 
Lemniscate 

17) -^ 1. 

P'Pl C 

Die Curve 16) und ihr Spiegelbild 17) gegen die gleichseitige Hy- 
perbel haben also folgende Beziehungen: 

1. Ihre Parameter (in Bezug auf Radii vectores von und + 1 
aus) sind reciprok. 

2. Ist der Brennpunkt der einen + A, so ist der der andern 
+ j/l — A^j liegt also das eine Paar auf der imaginären Axe, 
so liegt das andere auf der reellen, und zwar ausserhalb + 1. 

3. Ist die Brennpunktsgleichung der einen Lemniscate 1> .l>i = x, 
so lautet die * der andern genau ebenso ; nur sind die neuen 
Brennpunkte zu Grunde zu legen. 

4. Hat die eine den Umfang u, so ist der Umfang der andern c.u. 

5. Ist die eine in gleiche Bogen getheilt, so wird, wenn man durch 
die Theilpunkte Orthogonalhyperbeln zur spiegelnden Hyperbel 
oder Lemniscaten durch und + 1 legt, auch die andere in 
gleiche Bogen getheilt. 

Hier ist also die Analogie mit der Transformation durch reci- 
proke Radii vectores eine sehr weitgehende. 
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Aehnliches geschieht bei der SpiegeluDg gegen die Schleifen- 
lemniscate. Sind ihre Brennpunkte + 1, also auch der Parameter 
gleich 1, so wird diese Transformation vermittelt durch 



= /i + 



«* — 1 

dZ -z _1 

Hier ist "T. 



^' r.2 i^7i/i , 1 (/' -!>•/« 



(,._l)yi+_l_ 



JJ = 



Multiplicirt man hier die Gleichungen conjugirten Arguments, so 
ergiebt sich als absoluter Betrag 

L = ^-^-'i^ 

[(x + yi+l){x-yi+l){x + yi-l){x-y%-i)\*^* \PPiJ' 
wobei die Radii vectores wiederum von + 1 ausgehen. Setzt man 
12 = c , so folgt : 

Bei der Spiegelung gegen die Schleifenlemniscate sind die ionfo- 
edlen Lemniscaten die Curven constanten VergrösserungsverhältnisseSj 
und zwar' ist dasselbe constant gleich c für die Lemniscate 

18) jp.|)j = C-Va. 

Diese geht aber durch die Transformation über in die confocale 
Lemniscate 

19) p,p^ =c'l*. 

Setzt man c"~*'> = x, also cVa = _ und c = x"*'/», so ergiebt sich 

der Satz: 

Haben zwei confocale Lemniscaten mit Brennpunkten + 1 die 

redprohen Parameter x und - , so ist der Umfang des zweiten das 

x^^^^faehe vom Umfang des erstem. 

Sind z. ß. die Parameter 2 und , so verhalten sich die Um- 

fange wie 1 • ^7= • Ist die eine Curve in gleiche Theile getheilt, so 

wird die zweite durch die Orthogonalhyperbeln, die durch die Theil- 
puukte gelegt werden, ebenfalls in gleiche Theile getheilt. 

Bei der Spiegelung gegen die Lemniscate allgemeiner Gestalt 
scheint diese Analogie mit der Kreisreciprocität aufzuhören. Sind 
z. B. die Brennpunkte j/e und der Parameter die Einheit, so er- 
giebt sich auf demselben Wege, dass die Curven constanten Ver- 
grösserungsverhältnisses c die Gleichung 

20) -3—^* = 6 . c2 

haben, wo die Radii vectores p, jp, von + ^ ^ ä'> Ö'i ^^^ dl ^ 1 + 7 ' 
und r von ausgehen. 
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Achtes Gapitel. 
Die Abbildungen Z=^(z+^\ und z = Z+ j/z^-1 . 

§ 61. Zusammenhang mit den elliptischen Coordinaten. 

Unter den ^Abbildungen , die mit den rationalen gebrochenen 
Functionen 2'®° Grades zusammenhängen, nimmt die durch die 
Ueberschrift bezeichnete eine hervorragendere Stellung ein. ^Sie steht 
in naher Beziehung zu der Abbildung 

und ist zuerst durch Herrn E. Heine als wichtige Substitution zur 
Anwendung gekommen, wozu man dessen Handbuch der Kugd- 
functionen (2. Auflage, Berlin 1878) vergleiche. Dort ist auch der 
Zusammenhang mit den elliptischen Coordinaten erörtert, djer sich 
auch aus der Sie beck'schen Abhandlung im Grelle'schen Journal 
(Bd. 55), wo die Abbildung Z = cos behandelt wird, ohne Wei- 
teres folgern lässt. (Man vergleiche die Litteraturangaben zu diesem 
Capitel.) 

Dieser Zusammenhang werde der Bequemlichkeit halber zuerst 
dargestellt. Es ist 

1) Z=Z+ri = V^ + -iW|rr(cosg? + ising?)4-^(cos9~isin 

so dass 

2) X = i(r + i)cos9, 

3) r = l(r-i)sm9. 

Um q) zu eliminiren, berechne man aus den letzten beiden Glei- 
chungen cos q) und sin q) und quadrire beides, wodurch man 1 er- 
hält und folgende Gleichung findet: 

^ j £ = 1 

1^ 1 / 1 \ 2 ^ • 



Dies ist aber die Gleichung einer Ellipse, sobald man r irgend einen 
Constanten reellen Werth giebt. Ihre Halbaxen sind 

i(r + i) und i{r-^y 

die Excentricität ergiebt sich aus der Diflferenz der Quadrate beider 
als 1, so dass die Punkte + 1 die Brennpunkte sind. Unter Zu- 
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grundelegung dieser Brennpunkte kann mau ihre Gleichung auch 

schreiben P-f-ö = ^H — »so ^^ss mau folgendes Resultat hat: 

Der KreisscRaar r = c um den Nullpunkt der z-Ehene entspricht 
die Schaar confocaler Ellipsen 

q^-i(.+i) oder '« + /(ttsyn _ „ 

um die Punkte ^1 der Z-Ebene. 

Aus Gleichung 2) und 3) folgt ferner 

COS» q> 4 \^ rj' 

sm*<jp 4 ^ rj 

Um r zu eliminiren^ subtrahire man beiderseits, wodurch man erhält: 

^ cos*qp sin^qp 

Giebt man hier g? irgend einen constanten reellen Werth, so ist 
dies die Gleichung einer Hyperbel mit der Halbaxe cos g?, deren 
Excentricitat cos ^9 + sin^ g? = 1 ist, so dass die Brennpunkte 
wiederum nach + 1 fallen. Setzt man also 9 = y, so kann man 
statt 5) auch schreiben P — Q = 2 cos y und man hat den Satz : 

Dem Strahlenbüschel (p = y durch den Nullpunkt der 0- Ebene 
entspricht die Schaar confocaler Hyperbeln 

— --^ = cos y oder arccos — ^-^ = y 

um die Punkte +1 der Z-Ebene. 

Es entsprechen sich also in beiden Ebenen die Curvenschaaren 

V r[{^ + /m^'->). (.reoo.^)]-0.'rtr,*)-0. 

Da die concentrischen Kreise und ihre Radien orthogonale Isother- 
menschaaren sind; so gilt dasselbe von den confocalen Ellipsen und 
Hyperbeln. Durch Figur 38 ist der obige Zusammenhang darge- 
stellt, und zwar ist die iso thermische Eintheilung in kleine ^Qua- 
draten gewählt. Da man diese in der ;er- Ebene erhält; wenn man 
die Werthe von r einer geometrischen; die von d' einer entsprechen- 
den arithmetischen Reihe folgen lässt, so ergiebt sich für die Z- 
£bene Folgendes: Man erhält die Eintheilung in kleine der Aehn- 
lichkeit zustrebende Rechtecke mittels confocaler Ellipsen und Hyper- 
beln; indem man 



^-i(, + l) und ?=^-c.,» 
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setzt und die aufeinander folgenden Werthe von r, einer geome- 
trischen, die von d' einer arithmetischen Reihe folgen lässt^ z. B. 

/> — Sa p — 2a o — a pO ^ pa p2a p3a 

• ••1/ y \y «O •Oj'OaC/ f^ ••••• 



• • • • 



...-3/3, -2/3, -/3, 0, /3, 2/3, 3/3, 
Ist übrigens a = ß, so wird die Eintheilung quadratisch. 

Aus der Figur 38 folgt auch, dein zweideutigen Charakter der 
umgekehrten Function Z = — j/Z^ — 1 entsprechend, dass die 
^-Ebene als doppelt angesehen werden muss. Welcher Art diese Zwei- 
deutigkeit ist, lässt sich durch folgende Betrachtung erkennen : Der 

Ausdruck r H — ändert sich nicht, wenn man statt r seinen reci- 
proken Werth - nimmt, folglich entspricht dem Kreise r = c und 

dem Kreise r = - dieselbe Ellipse ^^ = -|r -| — V Diese bei- 
den Kreise sind aber zu einander reciprok gegen den Einheitskreis 
und da dem letzteren die Ellipse 

entspricht, d. h. die Gerade von — 1 nach + 1> so entspricht der 
obigen Reciprocität die Symmetrie gegen diese Gerade. 

Dem Aeusseren des EinheitsJcreises entspricht also das obere Blatt 
der Z' Ebene, dem inneren das untere Blatt, und beide BläMer durch- 
Tcreuzen sich längs der Linie von — 1 nach + 1 ohne jeden Zu- 
sammenhang, der nur in den PunJcten + 1 stattfindet. 

Diese beiden sind Windungspunkte 1*®' Ordnung, in denen die 
Conformität insofern gestört erscheint, als die Winkel dort ver- 
doppelt werden. 

Da die Ellipsen mit zunehmender Grösse immer mehr kreis- 
ähnlich, die Hyperbeln aber in demselben Maasse geradlinig werden, 
da ferner die Quadranten der oberen -^T-Ebene den gleichliegenden 
der ;s;-Ebene ausserhalb des Einheitskreises entsprechen, so folgt, 
dass die Geraden durch Null und die Asymptoten der entsprechen- 
den Hyperbeln gleiche Richtung haben. 

Dass die Punkte + 1 Verzweigungspunkte sind, beweise der 
Leser selbst mit Hülfe des dort verschwindenden Differentialquo- 
tienten von -^=0^(^+2^) od^r der dort aufhörenden Zweideutig- 
keit der umgekehrten Function. Aus Fig. 38 entnehme man ferner, 
welche Quadrate beider Ebenen einander entsprechen. Die Rie- 
mann'sche Fläche, welche die Z- Ebene darstellt, ist in Figur 39, 
schematisch gezeichnet. Dass die Uebertragung der einen Ebene 
in die andere nur elementare Constructionsmittel erfordert, ist aus 
den obigen Beziehungen zu entnehmen. Die obige Reciprocität zu- 
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sammengehoriger Punkte der jsr-Ebene folgt übrigeos auch aus der 
Gleichung 



a + hiV(a + bi)^-l 



§ 62. Untersuchung der Curvensysteme , die beliebigen 
Strahlenbüscheln und Kreisschaareu der Z-Ebene 

entsprechen. 

Aus Z=i(£^+i) 

folgt 

8) X+Yi-ia + bi) = ^^-+^^^ 

_ [a; + yi — («1 + ß, i)] • [« + y « — («» + gt»)l 

und 

9) X— Yi - (a - 6i) = ^.^^l±l — (a-b i) 

[a? — yi — (tt| — Pii)] '[a? ~yi — (&» — P 2 lU 

2(a;-2/i) " ' 

WO «f + /Sji und «2 + ^^i die beiden Werthe 

a •+ 6i + /(a + 6i)2^rT 

bedeuten, die sich nach Trennung des Reellen und 'Imaginären fol- 
gendermassen schreiben lassen: 

, 7/ K(a» - &'"~1)« + 4 ä^h^ + (g« — &» — F) 

Multiplication der Gleichungen 8) und 9) giebt 

f X - aS^ 4- (Y— W = [ (a? - tfi)' + (y - Pi)^ • I (a; - g,)^ + (y - P,)»] 
V i \ \ } 4 (ä* -|- y*) ' 

oder ^^ — "2^ , 

wobei iJ die Entfernung des Punktes X + ^^ von (a + 6i) be- 
deutet, während |), g, r die Entfernungen des Punktes x + yi von 

ccj + /}, i, «2 4" 1^2* ^^^ N^ll sind. 

Dividirt man hingegen Gleichung 8) durch Gleichung 9) und 

logarithmirt man beiderseits unter Zufügung des Factors -^^, so er- 

hält man 

-1-1 -^ + ^* -(« + ^*) 

,_ X Irr ^+y*""("<+P«*') 4_ >. lo« ^+y*'— (^g+fe t) _ 1 . ]„. .^±2/» 

2f o /p — y»=»(ai— Pii) ' 2i ^ a: — yi — («2— jSjt) 2» ° .t — yi' 
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oder, was nach bekannter Formel dasselbe ist: 

arctan ^ ~ = arctan ^^ ~^ + arctan - — — — arctan -- , 

oder = g) -|- ^ — %^j 

wobei die neuen Buchstaben die Richtungswinkel der Radii vectores 
H, p, q und r gegen die reelle Axe bedeuten. 

So ergiebt sich der Satz: 

Der concentrischen Kreisschaar 11 = c um den Punkt a -{- bi 
der Z' Ebene und dem Strahlenbüschel @ = y durch diesen Punkt 
entsprechen die Curvensysteme 

10) %r^ = . 

H) ^ <p + x-'^ = y, 

deren Radii vectores von den Punkten a + ^* i Vi'^ + 6i)^ — 1 und 
Null ausgehen. 

Aus der Conformität der Abbildung folgt, dass sich die Systeme 
10) und 11) rechtwinklig schneiden. Später wird sich zeigen, dass 
sie sich stets als Redproke eines Lemniscatenbüschels u/nd der zuge- 
hörigen Orthogonalschaar von Lemniscaten betrachten lassen, wobei 
einer der Kreise um die Punkte + 1 mit dem Radius ]/2 als spie- 
gelnde Curve auftritt. 

Aus den Gleichungen ergeben sich verschiedene Construetions- 
methoden. Beide Curvengruppen haben nach Obigem die Eigen- 
schaft, dass sich der innerhalb des Einheitskreises liegende Theil 
durch ßeciprocität gegen denselben und durch Symmetrie aus dem 
ausserhalb liegenden Theile erzeugen lässt. Für die Curven 11) folgt 
daraus, dass sie sowohl den unendlichen als den Nullpunkt passiren 
und dass jede eine Asymptote besitzt, welche, abgesehen vom Vor- 
zeichen, dieselbe Neigung hat, wie ihre Tangente im Nullpunkte. 
Liegen ferner «i +/3,i und «2 + /^gi auf der reellen oder imagi- 
nären Axe, so treten für beide Curvengruppen noch gewisse Sym- 
metrieverhältnisse auf. 

Charakteristisch für die Curven 11) ist Folgendes: Die Gerade 
Linie hat in allen Punkten dieselbe Neigung d' = y. Folglich : Die 
Gleichung (p -\- % — ^ = y bleibt für jede Curve 11) vollständig un- 
verändert, wenn man statt a, -|- /Sji und «2 + 1^2* ^^wew beliebigen 
ihrer Punkte ausserhalb des Einheitskreises und den nach obigem 
Gesetze ihm entsprechenden innerhalb desselben zum Ausgangspunkte 
der Radii vectores macht Das Entsprechende für die Curven 10) 
wird später angegeben. 

Die Form, in welcher die linken Seiten der Gleichungen dieser 
Isothermenschaaren der Differentialgleichung /du = Q genügen, findet 
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man, indem man in lg ^ = c und 9 + % — d' = y Cartesische 

Coordinaten einsetzt. Auf die entsprechenden Vereinfachungen 
kommt man folgendermassen : Durch die Abbildung 

gehen unsere Curven in das Strahlenbüschel durch (a + ^*) ^^^ 
die orthogonale Kreisschaar über, folglich durch die Transformation 

in Strahlen durch Null und die zugehörige Kreisschaar, also durch 
die Abbildung 

in Parallelenschaaren zur reellen und imaginären Axe. Trennt man 
aber in letzterer Function das Reelle vom Imaginären, so er- 
giebt sich 

X + 1-' = te \:^Ur -" + ' i^mw' - 0] 

= lg (S + vi) = Y lg (5^ + V'^) + * arc tan -|-, 

wobei von dem periodischen Zusätze abgesehen ist. Setzt man 
jetzt die reellen resp. imaginären Theile gleich, so ergiebt sich, 
dass den Geraden X = a^ der neuen Z- Ebene die Curven 

1^) T ^« Lv Hx^T^r "" ""/ + v"^(^+?) ^; J - «n 

den Geraden T =b^ die Curven 

iö) arc tan ^^-^ ^ ^^ _^ ^y _ .^^, _^ ^,-^ — 0, 

entsprechen. 

Da die linken Seiten beider Gleichungen den reellen, resp. den 
von i befreiten Theil einer Function complexen Arguments dar- 
stellen, so genügen sie der obigen Differentialgleichung. 

Bei der Auswerthung zeigt sich, dass die Curvenschaar 10) 
resp. 12) vom 4*®" Grade, die Gruppe 11) resp. 13) vom 3^^^ Grade 
ist. Für das Folgende wird es genügen, beide als „Isothermen 4'^" 
resp. 3*^ Grades der is-Ebene" zu bezeichnen, obgleich es dort noch 
andere Isothermen desselben Grades giebt. 

In Figur 40 ist beispielsweise links das Strahlenbüschel durch 
den Nullpunkt der Z-Ebene nebst orthogonaler Kreisschaar dar- 
gestellt, während sich rechts das Isothermenbüschel 3*®" Grades 

Holsmailer, isogonale Verwandtschaften 1 
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durch +iy und oo nebst orthogonaler Isothermenschaar 4**° Gra- 
des befindet. Durch Buchstaben ist das gegenseitige Entsprechen 
der Flächentheile erläutert, besonders die Zweideutigkeit tritt klar 
hervor. Die Schraffirung der Fläche des Einheitskreises soll an- 
deuten^ dass dieser Theil der ;Sf-Ebene dem zweiten Eiemann'schen Blatte 
der Z-Ebene entspricht. Auch das Reciprocitätsverhältniss der gleich- 
namigen Felder der £f-Ebene ist leicht zu erkennen. In derselben 
befinden sich ausser dem Einheitskreise noch zwei andere durch 
+ 1 gehende Kreise, die dem Einheitskreise der Z-Ebene ent- 
sprechen. Da gegen letzteren Reciprocität des Strahlenbüschels in 
Bezug .auf sich selbst und ausserdem Reciprocität je zweier Kreise 
vorhanden ist, so folgt, dass in diesem Falle die Isothermen 3*®** 
Grades in Bezug auf diese Kreise sich selbst reciprok sind, und 
dass von je zwei Individuen der Schaar 4*®^ Grades dasselbe gilt. 
Solche Kreise sind übrigens stets vorhanden, wenn das Centrum 
des Strahlenbüschels der Z-Ebene auf der imaginären Axe, oder 
ausserhalb + 1 ^^^ ^®^ reellen liegt, uffd zwar gehen im ersteren 
Falle die sich dann rechtwinklig schneidenden Kreise durch + 1, 
während im andern Falle nur einer vorhanden ist, der das Kreis- 
büschel durch + 1 rechtwinklig schneidet. Zu erwähnen ist noch, 
dass die dargestellten Curven 3*®** Grades aus einem einzigen Zuge 
bestehen, die Curven 4*®° Grades im Allgemeinen aus getrennten 
Ovalen. Für die innerhalb der beiden Kreise um + i liegenden 
Curven findet hier Symmetrie der Ovale statt: für die ausserhalb 
liegenden befindet sich der zweite Theil innerhalb des linsenför- 
migen Flächenstücks und ist das reciproke Gebilde des ersteren 
gegen den Einheitskreis. 

Die Figur giebt die quadratische Eintheilung. Verschiedene 
physikalische Deutungen sind möglich. 

Denkt man sich z. B. die durch zwei Kreisbogen gebildete 
Sichel + 1 , F, — 1 , T^ längs des Randes auf constanter Tem- 
peratur gehalten, die nächste Umgebung des Punktes i auf anderer 
constanter Temperatur, so tritt schliesslich ein stationärer Wärme- 
zustand in der Ebene ein. Für denselben sind die innerhalb der 
Sichel befindlichen Curven 4*®*^ Grades Isothermen. 

Ein Gleiches gilt von dem linsenförmigen Flächenstücke + 1 , 
Fj, — ^) Yz ^^^ ^®^ Nullpunkte; Entsprechendes für den Aussen- 
raum der beiden grösseren Kreise und den unendlichen Bereich, 
für welchen letzteren man auch einen sehr grossen Kreis mit dem 
Nullpunkte als Centrum setzen kann. 

Oder: die Punkte + i mögen auf gleicher constanter Tempe- 
ratur gehalten werden, der Punkt Null und der den unendlichen 
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Bereich vertretende sehr grosse Kreis um den Nullpunkt auf anderer 
constanter Temperatur. Für den stationären Zustand sind dann 
sämmtliche Curven 4*®** Grades der Zeichnung Isothermen. Der 
gegenseitige Zusammenhang derselben kann durch folgende kine- 
matische Betrachtungsweise lebendig illustrirt werden. Man denke 
sich in der Z-Ebene concentrische Kreise aus dem Nullpunkte her- 
vorquellend und sich vergrössemd, ähnlich^ wie sie auf ruhiger 
Wasserfläche beim Aufschlagen eines Steines beobachtet werden. 
Was entspricht dieser Bewegung in der jSf-Ebene? Aus den Punkten 
+ i quellen kleine Kreise hervor, die jedoch bald andere Gestalt 
annehmen und durch alle Phasen hindurch sich soweit vergrössern, 
bis sie in den Punkten + 1 sich treflfen , wobei die Kreisgestalt in 
gewisser Weise wieder erscheint. Ein Theil des ersten Ovals ver- 
einigt sich mit einem des andern zu einer die Kreise umschliessen- 
den Curve, welche sich bei weiterer Vergrösserung der Kreisgestalt 
wieder nähert, die abgelösten Eeste vereinigen sich innerhalb der 
Linse zu Ovalen, die kleiner und kleiner werdend sich der Kreis- 
gestalt nähern und schliesslich im Nullpunkte verschwinden. 

Eine elektrodynamische Deutung erhält man z. B., indem man 
die Punkte +i als Einströmungselektroden, den Nullpunkt imd 
den unendlichen Bereich als Ausströmungselektroden betrachtet. 
Der schrafflrte Theil der Zeichnung kann auch als selbstständige 
Kreisscheibe betrachtet werden , in welche in den Punkten + i 
Elektricität ein-, im Centrum ausströmt. 

Für beide Curvengruppen treten gewisse Singularitäten ein, 

wenn a + 6i = + 1 ^^t; denn da a + hi -|- j/{a -|- bi)'^ — 1 für 
diese Punkte eindeutig wird, werden zwei Radii vectores identisch 
und die Gleichungen verwandeln sich in folgende: 

15) 2^ — a-^y. 

Beiläufig sei bemerkt, dass sie dann die Reciproken der confocalen 
Lemniscaten und des gleichseitigen Hyperbelbüschels uqi resp. durch 
+ 1 sind, und zwar gegen einen der Kreise um + 1 mit Radius 

j/2. Zur Gruppe 15) gehört der EinheitsJcreis, zu Gruppe 14) eine 
durch — 1 gehende PascaVsche Schneckenlinie (lima9on), die ein- 
zige der Curven dieser Gruppe, welche eine Schleife besitzt. Die 
Curven 15) bilden, mit Ausnahme der Geraden und des Einheits- 
kreises sämmtlich rechtwinklige Schleifen, die durch Null und + 1 
(resp. — 1) gehen und erinnern in ihrer Gestalt mehr oder weniger 

10* 
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an das Folinm Cartesii. Fig. 41 stellt beide Schaaren dar, nur ist 
sie durch Inversion gegen den Ereis zu veryollständigen . 

Aus Gleichung 15) folgt, dass für sehr kleines # sich 2q) der 
Grösse y nähert, so dass dem Winkel O = y der -Z-Ebene, der 

seinen Scheitel in + 1 ^^^y ^^^ Winkel g? = -^ entspricht, so dass 

überhaupt jeder Winkel f, dessen Scheitel sich dort befindet, in der 

je?- Ebene auf — oder — + 180^ reducirt wird. Diese schon oben 

erwähnte Halbirung des Winkels entspricht dem Charakter des 
Windungspunktes 1*®' Ordnung. Bei den Ereisbeziehungen beider 
Ebenen kommt dieser Punkt noch einmal zur Sprache. — Die 
physikalischen Deutungen der Fig. 41 sind leicht auszusprechen. 
Ganz allgemein entsprechen sich in beiden Ebenen die Guryen- 
schaaren 

16) /•(!?, ©) = uad /-[(^^^s), (,, + ;(-■»)] = 0, 

und zwar gehen die Radii vectores der letzteren von 

a + bi± }/{a + bi)^— T 

und Null aus, wenn die Polarcoordinaten der ersteren Ou/rve auf 
einen Punkt (a + bi). bezogen waren. 

So entspricht z. B. den logarithmischen Spiralen R = cA®, 
welche ein Strahlenbüschel durch a -\- bi isogonal durchsetzen, eine 
Curvenschaar 

17) ^ = c.Ä*+^-*, 

d, h, die Schaar der isogonalen Trajectorien des Isothermenbüschels 
3*^ und der Orthogonalschaar ä^ Grades. Die Eigenschaften dieser 
transscendenten Curven sind, wie in den früheren Fällen, denen 
der logarithmischen Spirale ganz analog. Lässt man in den Gleich- 
ungen 10) und 11) die Werthe von c einer geometrischen, die von 
y einer arithmetischen Beihe folgen, so erhält man die isother- 
mische Rechteckstheilung, als deren Diagonalcurven sich die Curven 
17) betrachten lassen. Fig. 40 und 41 stellen die quadratische Ein- 
theilung dar. 

Aus Gleichung 15) folgt, dass das Ereisbüschel durch belie- 
bige Punkte a '\'bi und a^ + b^i der Z-Ebene und seine Ortho- 
gonalschaar, deren Gleichungen sind 

in folgende Curvensysteme der iSf-Ebene übergehen: 
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9 + 9i - (% + %i) = y, 

P-ai ' 

deren Radii vectores von den Punkten a + fei + }/{a + fei)^ — 1 

und «1 + 6i i + J^(a, + 6^ i)^ — 1 ausgehen. Diese Curven hüden 
das Isothermenbüsehel 4'*" Grades durch die genannten vier Punkte 
und die orthogonale Isothermenschaar desselben Grades, 

Die geometrische und physikalische Deutung dieser Isothermen- 
schaaren und ihrer isogonalen Trajectorien 

bleibe dem Leser überlassen. Sämmtliche Gleichungen lauten iden- 
tisch mit den entsprechenden des Capitels 6, nur haben die Aus- 
gangspunkte der Radii vectores hier im Allgemeinen eine andere 
Lage. 

Die Doppelverhältnisse und sonstige geometrische Relationen 
können wie dort%us der Z-Ebene in die £f-Ebene übertragen werden. 

Noch ein Specialfall der obigen Isothermensysteme bleibt der 
Vollständigkeit halber zu behandeln. 

Den Parallelen zur X- und F-Axe der Z-Ebene entsprechen 
welche Curven? 

Aus 

X+Yi = ^(x + yi + -^^ 

folgt durch Trennung des Reellen und Imaginären und Gleich- 
setzung der entsprechenden Theile, dass die Geraden X=a und 
y= fe in folgende Curven 3*®°" Grades übergehen: 

^ x^ + y* + l _ 
2 ' x^ + y* ~^^' 

y_ x^ + y^—i _ , 
2 * aJ* + 3/« 

Diese Gleichungen genügen mit ihren linken Seiten der Differential- 
gleichung Aw = 0. Die Rechteckseintheilung der Ebene geschieht, 
wenn beide Parameter arithmetischen Reihen folgen. Die isogo- 
nalen Trajectorien sind wieder Isothermen 3*^" Grades. Aus der 
Gleichung der Geraden 

folgt, dass die allgemeine Gleichung der Isothermen 3*®*^ Grades 
auf die Form 

bx^x"^ + y^ + 1) + ay{x'' + y^ — \) = 2ab {x'^ + y^) 
gebracht werden kann. Alle Curven von dieser Gleichung haben 
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also die durch Gleichung 11) charakterisirte Erzeugungsweise. Dass 
ferner jeder Curve f{XY) = der Z-Ebene eine Curve 

S{x_ ^J:£ + i\ (y_ ^l+t+lW _ c\ 
'IV^' x^ + y^" )' \*2 * x^ + y^ )]~^ 

entspricht, ist selbstverständlich. 

§ 63. Uebertragang der Geometrie der ;ef-Ebene in die 

der Z-Ebene. 

Für diese Umkehrungsaufgabe ist die soeben benutzte Methode 
nicht anwendbar, da die* bequemen Factorenzerlegungen hier weg- 
fallen. Sowohl geometrisch als auch analytisch wird der Ausdruck 
schwerfälliger, und dies hängt eng damit zusammen, dass die Eigen- 
schaften des Arcuscosinus und des Logarithmus sich nicht so ele- 
gant darstellen lassen, wie die des Cosinus resp. der Exponential- 
function. Der Zusammenhang erklärt sich daraus, dass 

also = — arc cos Z = Ig (Z -f }/~Z^ — l) ist. Der Inhalt dieses 

Paragraphen wird nur der Vollständigkeit wegen gegeben, da die 
Methoden sich später vereinfachen lassen. 

Dem Punkte x '\- yi der ^gf-Ebene entspricht der Punkt 

* 

der andern, der sich wiederum elementar construiren lässt, da 
-. durch Reciprocität des Punktes x '\- yi gegen den Einheits- 



x + yi 

kreis und Umlegen um die reelle Axe dargestellt wird, worauf nur 

noch Addition complexer Strecken anzuwenden ist. Denselben Punkt 

findet man natürlich, wenn statt des Arguments x '\- yi der reci- 

proke Werth desselben genommen wird. Diese Zweideutigkeit ist 

bereits erörtert. 

Trennt man in 



x + yi = X+Yi + ]/{X + Yiy — 1 

das Reelle vom Imaginären, und setzt man das Zusammengehörige 
gleich, so folgt, dass den Linien x = a und y = b folgende Curven 
entsprechen : 



18) 



X + 



j/ (X* — Y' — 1 )* + iX^T' + (X' — T* — 1) ^ 



Y 4- //(-^^ — "^' — 1)' + ^X'^rg —' (x^ ~ r» -- 1) ^ , 
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Die linken Seiten dieser Gleichungen genügen aus dem oben an- 
gegebenen Grunde der Dififerentialgleichung Au = 0, Ihre Dis- 
cussion würde umständlich sein. Später wird sich durch eine ein- 
fache Combination ergeben, dass es sich um die ReciproJcen zweier 
Orthogonalschaaren sich berührender PascaVscher Schneckenlinien 

ßimagons) handelt , wobei der Kreis um + 1 mit Radius }/2 als 
spiegelnde Curve auftritt. 

Die Gonstruction, wie überhaupt jedes üebertragen der Geo- 
metrie der ;e?-Ebene in die der Z-Ebene ist elementar durchführbar. 
Die analytische Beziehung beider Ebenen ist die, dass der Curve 
fijpy) = der jßf-Ebene die Curve 



19) 



;^(x«- 


Y*- 


-i)« + 4X«r« 


+ (X»- 


r*- 


•1) 


2 


ycK^- 


Y»_ 


-i)«+4Z'r* 


-(X«- 


r»- 


■1) 



)].« 



entspricht. WeiJ einfacher erscheinen die im vorigen Abschnitt 
dargestellten Relationen. Hier fehlen eben 'die Radii vectores, die 
sich vorher aus der Zerlegung der Function in Factoren ergaben. 
Man hat selbst bei einfachen Uebertragungen schwerfällige Rech- 
nungen nöthig, bei denen sich allerdings abgekürzte Bezeichnungen 
anwenden lassen. 

Um z. B. die Gleichung der Curve zu finden, die einer Curve 
der jgf-Ebene, welche in Polarcoordinaten q und q) in Bezug auf 
einen Punkt a '\-hi gegeben ist, entspricht, stelle man die Gleich- 
ungen des Kreises q = c und der Linie # = y in gewöhnlichen 
Coordinaten auf und setze in denselben an Stelle von x und y die 
linken Seiten der Gleichungen 18). Die gefundenen Ausdrücke 
mögen mit 

f^(XYaV) = c und f^{XYah) = y 

bezeichnet werden. Der Curve F{Qcp) = der ;s?-Ebene entspricht 
also die Curve 

F[f,{XYah),f,,{XYah)]=0 

in der andern. Es wird sich später zeigen ^ dass au^h die durch f^ 
und /j charaJcterisirten Coordinaten die Redprolcen zweier orthogo- 
naler Schaaren PascaVscher Schneckenlinien sind. 

§ 64. Weiteres über die elliptischen Coordinaten. 

Bei dem allgemeineren Interesse der elliptischen Coordinaten 
geben wir für die Untersuchung der in § 61 entwickelten Haupt- 
beziehung noch folgenden Weg an. 
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Nach Gleichimg 14) entspricht dem Kreise mit Radius P = c 
um den Punkt — 1 der Z-Ebene die Curve ^ = c. dem Ereise 

^ == c um + 1 die Curve ^ = c, wobei die Badii vectores j), j, r 

von +1, — 1 und Null ausgehen. Die der Ellipse T^^ = c um 
die Brennpunkte + 1 der Z-Ebene correspondirende Curve ist also 
^~^- = c, so dass ihre Gleichung in Cartesischen Coordinaten 
lautet: 



oder 



{x + l)^ + y^ + {x - l)« + y' ^ a?' + y' + l ^^ 

'■+'_i(,+i)_„, 



2r 



oder endlich 



r = c + ^c'^ — 1 . 

Ebenso geht die Hyperbel — y-^ = x = cos (+ y), wo also 
+ y den Neigungswinkel der Asymptoten bedeutet, über in die 



)« ~ «2 



Curve ^ — = X , oder in gewöhnlichen Coordinaten in : 



^ X 

X 



d. h. in cos d' = cos (+ y) oder in ^ = + y = + arc cos x. Also : 

Die Hyperbel — ^-^ = cos y der Z- Ebene verwandelt sich in die 

Geraden # = + y durch Null^ die also gleiche Neigung mit den 
Asymptoten der Hyperbel haben. 

Aus der Gleichung r = ck^ der logarithmischen Spirale um 
den Nullpunkt ergiebt sich als Gleichung der isogonalen Trajec- 
torien der confocalen Kegelschnitte 



20) ^4^ + /(^-^y - 1 = - 



arc 008- 



2 



Die geometrische Deutung dieser Gleichung giebt die Fundamental- 
eigenschaft dieser Curven, welche sich als Diagonalcurven der obigen 
Rechteckseintheilung betrachten lassen, so dass, wenn ausser den 
Brennpunkten nur zwei aufeinanderfolgende Diagonalpunkte bekannt 
sind, die Construction beliebig vieler Punkte der transscendenten 
Curve elementar geschehen kann. 

Um die Gleichungen der confocalen Kegelschnitte in der 
der Gleichung /\u == genügenden Form zu schreiiben , betrach- 
ten wir die Abbildung 
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21) Z=\\e'-\-ji\ = (ios0i 
und ihre Umkehrung 

22) ^ = lg [z = yW^'i] = \ arc cos Z, 

von denen die letztere die Kegelschnitte direkt in Parallelen zur^ 
reellen resp. imaginären Axe verwandelt. Aus 

X + Yi => cos{xi — y) = cos{xi) cos y + sin(a?i) sin y 

folgt nämlich 

X = cos(:i;i) cos y, 

Yi = sm{xi) sin y, 

woraus, wie schon früher, durch Quadriruug und Addition gefol- 
gert werden kann 

= 1 



cos* y sin* y 
und 

X' _ r* ^ . 

cos* 05 1 sin* xi 

Das erste ist die Hyperbel-, das andere die Ellipsengleichung. Der 
Geraden x = a entspricht also die Ellipse 

-f^ = cos ai = —\^ , 

der Geraden y = b die Hyperbel 

-—^ = cosb = -^^ , 

also, wenn man gewöhnliche Coordinaten einführt: 

23) I arc cos y^^+'^'+~^' + m^^T+y i ^ ,^ " 
oder, um das Imaginäre zu vermeiden, 

23*) lg(g + ^F="l)=a, 

wo der periodische Zusatz vernachlässigt und für S der Werth 

K(X+l)«-f Y* + VUT - 1)* + Y* 

2 

einzusetzen ist; und 

24) arc cos f-(X+lFTIL^j^E.>)'i:^ _ ^ 

Diese Gleichungen der Ellipse und Hyperbel genügen mit ihren 
linken Seiten der obigen Differentialgleichung, da» a = x und b = y 
die reellen resp. imaginären Theile der Hülfsfunction 

X -\- yi = — arc cos (X -|- Yi) 
sind. 
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Eioige Vereinfachungen der Schreibweise ergeben sich, wenn 
man die Bezeichnungen der Hyperbelfunctionen einführt. Auf die- 
sen Punkt kommen wir bei der Behandlung der Ereisfunctionen 
zu sprechen. 

Die üebertragung der Geometrie der jßf-Ebene in die Z-Ebene 
gestaltet sich jetzt folgendermassen : Der Kreis q = c um a-^-hi 
hat in gewohnlichen Polarcoordinaten die Gleichung 

ihm entspricht also, wenn man — i^ = i^, — ^1^ = t; setzt, in 
der Z-Ebene die Curve 

oder kurz geschrieben 

fy {uvab) = c. . 

Ebenso geht die Gerade durch a -{- bi mit dem Neigungswinkel 
g)=y^ deren Gleichung in Polarcoordinaten lautet 

. r sin -ö" — b 

arc tan ^ = y, 

r cos d" — a ' ' 

über in 

26) arc tan ^—^- r j . = y , 

oder kurz 

f2{uvab) = y. 

Der Curve F{q tp) =0 entspricht also die Curve 

F[f^ {uvab), f^iuvab)] = 0, 

wozu § 62 zu vergleichen ist. Die durch f^ und f^ dargestellten 
Coordinaten stimmen nämlich mit den dort besprochenen überein. 

§ 65. Das gegenseitige Entsprechen der Bicircalarcoordinaten 
beider Ebenen mit den Grundpunkten + 1. 

Das Kreisbüschel durch die Punkte + 1 der Z-Ebene hat die 

Gleichung O — X= y, die Orthog9nalschaar die Gleichung ^ = c, 

wobei die Coordinaten auf + 1 bezogen sind. Nach den Gleichungen 
14) und 15) entsprechen ihnen, da sich beim Einsetzen die von 
Null ausgehenden ßadii vectores wegheben, die Curven 

27) 2{g>^x) = y, oder <p _ ;t = |- resp. ISO» + |, 

28) (f)' = ^. oder | = /^, 
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also ebenfalls ein Kreisbüschel durch + 1 und die orthogonale Kreis- 
schaar, und zwar correspondiren jedem Kreise des Büschels der 
J^-£bene mit dem Peripheriewinkel y zwei Individua des Büschels 

der anderen Ebene mit den Peripheriewinkeln ^ und 180® + -|-; 

A tu 

die sich demnach rechtwinklig schneiden. Man vergleiche hierzu 
die sich an die Gleichungen. 14) und 13) anschliessenden Erörte- 
rungen^ aus denen bereits hervorgeht, dass zwei Büschelkreise der 
Z-Ebene sich unter dem doppelten Winkel schneiden, wie die ent- 
sprechenden der jer-Ebene. 

Das obige Resultat ergiebt sich unabhängig hiervon noch auf 
folgendem Wege: 
Aus 



z = Z + j/2P—l 
folgen die Gleichungen: 

und 

;ef - 1 = z — 1 + J/Z2 -T = yz~~^i {yz+i -f yT^^), 

also durch Division 

z—i y z-v 

oder 

/ÄJ-yt+jV _ X -f Tt + i 

\a: + y* — 1/ X+Yt-l' 

woraus sich ergiebt 

( x - yi + 1 y __ X- Yi -M 
\x — y t- 1/ "" X — Yi- 1 ' 

also durch Multiplication der beiden letzten Gleichungen 

wobei die Radii vectores von + 1 ausgehen. 

Durch Division derselben Gleichungen, Logarithmirung und 

Zusetzung des Factors — , folgt: 

2 Fi Iff ^Jlli+J _ .1 1^ x^yi- \\ 
L2i ^x — yi-\-\ 2i ^ x — yi — Ij 

— i. 1 ^+Yi + 1 __ i_ 1 X+ Yi — 1 
~ 2t ^^ X- Yi+1 2i ^^ X - Yt - 1 ' 

oder 

2 arc tan — ^-r — arc tan — ^ = arctan ^-7— r — arc tan -^ — r , 

L Ä+l a? — IJ X-|- 1 X — 1 ' 
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oder indeDi man für die arc tan die Richtuugswinkel der oben ge- 
nannten Radii vectores setzt: 

2(9'-z) = *-X. 
Die Halbirung der zusammengehörigen Büschelwinkel folgt am 
bequemsten aus der Gleichung 



z 
z 



±1 — l/l+J: 
— 1 ~" /^ Z- 1' 



aus der unten noch weitere Consequenzen gezogen werden. Gams 
allgemein entsprechen sich in beiden Ebenen die Curven 

29) /•[(!), ($-JC)] = und /-[(l-y, 2(<p-x)]=0 
und selbstverständlich auch 

So gehen z. B. die oben erwähnten logarithmischen Doppelspiralen 

p <P-X 

mit den Grundpunkten + 1 der Z-Ebene wiederum in logarithmische 
Doppelspiralen über, und zwar in das System 

oder 

Um die Resultate dieses Paragraphen zu veranschaulichen, construire 
man folgende zusammengehörigen Figuren beider Ebenen. Durch 
die Punkte + 1 der Z-Ebene zeichne man ein Kreisbüschel , dessen 
Schnittwinkel mit der reellen Axe eine arithmetische Reihe bilden. 
Die Orthogonalschaar; welche der Eintheilung in ^ähnliche Recht- 
ecke^ entspricht, construire man entweder direct, indem man etwa 
die imaginäre Axe zur Schaar gehören lässt und sie durch reciproke 
Radii vectores gegen den zweiten willkürlich angenommenen Kreis 
spiegelt und so fortfährt, oder indirect durch Transformation einer 

concentrischen Kreisschaar entsprechender Art mittels Z = — - von 

beliebigem Punkte aus. Vergl. Fig. 42. 

Die zugehörigen Kreise der ;8;- Ebene werden dann sehr leicht 
folgendermassen gefunden : Die beiden Büschelkreise der z-Ebene, die 
einem solchen der andern Ebene entsprechen, haben ihre Mittelpunkte 
da, wo letzterer die imaginäre Axe schneidet. Ausserdem gehen sie 
durch + 1. Der Beweis folgt aus einer leichten Betrachtung über 
die Peripheriewinkel. 
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Der Kreis der z- Ebene y der zu einem Individuum der Ortho- 
gonalschaar der Z-Ebene gehört, hat seinen Mittelpunkt an der Stelle 
der reellen Axe ausserhalb des Einheitspreises , wo der Kreis der 
Z-Ebene dieselbe schneidet. Er schneidet ausserdem den Einheitskreis 
reehtunnklig. Der Beweis für letzteres kann so geführt werden: Der 
Kreis um den Punkt a der reellen Axe der Z-Ebene, welcher den 
Einheitskreis rechtwinklig schneidet, triflft die Axe in den Punkten 
a + ya^ — 1 und a — j/d^ — 1 . Nach § 62 geht er über in die 

Curve ^f^ = j/a^ — 1 , deren ßadii vectores von 

a + j/^'~-^, a — Y^—i 

und Null ausgehen. (Die beiden ersteren Punkte waren soeben ge- 
nannt.) Dieser Gleichung genügt, wie man sich leicht überzeugt, 
nur der Kreis um a + l/a'^ — 1 , der den Einheitskreis rechtwinklig 
schneidet. 

Damit ist nun gleichzeitig das einfachste Uebertra^ungsprincip 
gefunden. 

Um nämlich den Punkt a -{- bi der Z-Ebene in die andere zu 
übertragen, lege man durch ihn und die Punkte + l einen Kreis 
und ausserdem durch ihn einen Kreis, der seinen Mittelpunkt auf 
der reellen Axe hat und den andern rechtwinklig schneidet. Die 
entsprechenden Kreise der ^ei- Ebene construire man nach der eben 
angegebenen Methode, welche die beiden correspondirenden Schnitt- 
punkte giebt. — Aehnlich geschieht die Bestimmung* des Punktes 
der Z-Ebene, der einem gegebenen der andern entspricht. 

Speciell sei bemerkt, dass dem Einheitskreise der Z-Ebene die 
beiden Kreise um + 1 mit Radius ^2 entsprechen, woraus neue 
Sätze abgeleitet werden können. 

§ 66* Den Beciproken der elliptischen Goordinaten um + 1 
der Z-Ebene entspricht das Kreisbüschel durch die Punkte 

+ i nebst Orthogonalschaar« 

Der isothermischen Spiegelung (Inversion) gegen den Einheits- 
kreis der Z-Ebene entspricht die Spiegelung gegen einen der ihm 
entsprechenden Kreise um + i mit Radius ^2 . Durch die erstere 
Operation erhält man aus den confocalen Kegelschnitten um + 1 
ihre Reeiproken, durch die letztere gehen die entsprechenden Strahlen 
und Kreise durch resp. um den Nullpunkt der jer-Ebene in das Kreis- 
büschel durch + i und die orthogonale Kreisschaar über. Folglich : 

Dem Kreisbüschel durch + 1 und seiner Orthogonalschaar ent- 
sprechen die Reeiproken der elliptischen Goordinaten um + J gegen 
den Einheitskreis, 
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Die Reciproke der gleichseitigen Hyperbel ist eine Lemniscate, 
und zwar im vorliegenden Falle die Lemniscate P. Q = 1 mit den 
Brennpunkten + 1. Letztere entspricht den Kreisen des obigen 
Büschels, die ihr Centrum in den Punkten +; 1 haben. Der iso- 
thermischen Spiegelung gegen diese Lemniscate wird demnach die 
Reciprocität gegen jeden dieser beiden Kreise entsprechen. Unten 
werden daraus interessante Beziehungen abgeleitet. - 

Figur 43 stellt das hier behandelte gegenseitige Entsprechen dar. 

Um auch hier den einfachsten analytischen Zusammenhang zu 
finden, werde das Resultat nach unserer Methode verificirt. 

Zunächst verwandelt die Abbildung Z == — die Ellipsen und 

Hyperbeln P -j- Q = c mit den Brennpunkten + 1 in die Curven 

P -4- O . 

-^- = e . Dieser Ausdruck geht durch die Abbildung 

= z + yz^—i 

nach den Gleichungen 10) resp. 14) über in ^-r=i- = c, wobei die 

Radii vectores p^ q^ t, t^ von — 1, +1, — i und -f- i ausgehen, 
während die von Null ausgehenden weggefallen sind. Führt man 
für diese Radii vectores gewöhnliche Goordinaten ein, so entsteht 
die Gleichung 

x^ + y'^ + l=y' y=f^ resp. x^ + y^ -\=2x j/^^- • 
Das erste ist die Gleichung eines Kreises r = — um den Punkt 
=- der imaginären Axe, die sich auch schreiben lässt 




^= 1/ XJ=-., oder auch m-] + ^^ ^ c 



^ + 



wobei t und ^, wieder von + i ausgehen. Das andere ist die Gleichung 
des Kreises r = ~ um den Punkt 7/ t^I_^ der reellen Axe, dessen 

Gleichung auch lautet: g?, — 9 = arctan — , oder auch 

2 sin {g)^ — q)) = c. Also mit einer geringen Aenderung: 

Der Schaar der Reciprohen der confocalen Ellipsen mit der 
Gleichung 



^k "^ ^ entspricht die Kreisschaar — 



[(^)-(f)]-. 
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der Schaar der Medprdken der confocalen Hyperbeln mit der Gleichung 
- rj> = ^ ^ö!^ Kreisbüschel sin (^j — gp) = x, wobei alle Radii 

yectores von den genannten Punkten ausgehen. 

Zwischen beiden Ebenen besteht also die Beziehung ^ dass sich 
gegenseitig entsprechen die Curven 

31) /-[^»^^-^j-O und /•[l(| + ^),sin(g,,-<p)] = 0, 
und ebenso 



und 



4(>> (<P.-9')] = 



Auf die Analogie der in diesen Formeln enthaltenen Ausdrücke 
mit den folgenden: 

i- (. + 1), z + yz^ i, cos . = 1 (e"+ ^;, ) 



und sin 



in. = ±(e"-^-i,) 



werde kurz aufmerksam gemacht^ um damit eine andere Ableitung 
des Resultats anzudeuten. 

Aus dem Gegebenen lassen sich noch einige Sätze beiläufig ab- 
leiten. Spiegelung gegen die unter + 45® geneigten Geraden durch 
den Nullpunkt der j8?- Ebene verwandelt nämlich das Kreisbüschel 
durch + 1 in das Kreisbüschel durch + i. Folglich gilt entspre- 
chend in der Z-Ebene der früher bewiesene Satz: 

Die isothermische Spiegelung gegen die gleichseitige Hyperbel ver- 
wandelt das Kreisbüschel durch ihre BrennpunJcte nebst Orthogonal- 
sdicuir in die Beciproken der confocalen Kegelschnitte um diese Funkte. 

Femer: Der Kreis um -{- 1 (resp. — 1) mit Radius }/2 ver- 
wandelt durch Inversion die Geraden durch Null und die zugehöri- 
gen concentrischen Kreise in das Kreisbüschel durch + 1 und dessen 
Orthogonalschaar. Folglich entsprechend in der Z-Ebene. 

Die isothermische Spiegelung gegen die gewöhnliche Lemniscate 
verwandelt das Kreisbüschel durch ihre Brennpunkte nebst Orthogonal- 
schaar in die confocalen Kegelschnitte um diese Punkte, 

Dasselbe gilt von der in § 54 erwähnten Abbildung 



^=/i + ^- 
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§ 67. Weitere Consequenzen der Kreisbeziehungen 

beider Ebenen. 

Die Formel ^"^ ^ = 1/ ^^- ^©^ § 65 lässt sich folgender- 

z — 1 r Z — i 

massen deuten: 

unterwirft man ein Gebilde der 0- Ebene der Transformation 

-t ^ so erhält man dasselbe, als wenn man das entsprechende Ge- 
bilde der Z'Ebene der Abbildung y ^."^Jl unterzieht 

Die involutorischen Transformationen ' , und ^"^ , ent- 

sprechen aber in beiden Ebenen der Reciprocität gegen den Kreis 
um den Punkt -|- 1 ^^^ Radius ^^2, während die Wurzelausziehung 
den Uebergang von der gewöhnlichen Geometrie in die lemniscatische 
bedeutet. (Ausser der Reciprocität ist noch das Umlegen um die 
reelle Axe zu berücksichtigen, was im Folgenden nicht mehr be- 
sonders hervorgehoben werden soll.) 

Nun geht aber jedes Kreisbüschel durch die Punkte a-\'bi und 

a^ + &ii der Z-Ebene durch die Abbildung 7/:^+_L in ein Lemnis- 

* z — 1 

catenbüschel durch die beiden Punktpaare 



l/?L+ii+i und ]/^^i±h±±l 
r a-^-hi — 1 Y a^-\'\i — \ 



über, folglich muss letztere Curvengruppe, der ümkehrung der 

Transformation _ unterworfen, die übrigens genau ebenso lautet, 

auf Gurvenschaaren führen, welche dem obigen Kreisbüschel der 
Z-Ebene entsprechen. Also: 

Dem Kreisbüschel durch die Punkte a -\-bi und a^ + b^i der 
Z'Ebene und seiner Orthogonalschaar entsprechen die Reciproken des 
Lemniscatenbüschels durch die PunMpaare 



/ a + bi + l ^^ i/'^h+bl+l 

r a-\-hi — 1 r ai-\- bfi — 1 



der Z-Ebene gegen den Kreis um den Punkt + 1 mit Eadim \/2 , 

Mit andern Worten: Die iw § 61 behandelten Büschel und 
Schaaren der Isothermen 3'*" und 4'^ Grades der z- Ebene sind Be- 
ciproke von Lemniscaten-Büscheln und -Schaaren gegen den genannten 
Kreis. 

Da nun der Spiegelung gegen diesen Kreis in der ^er-Ebene die 
Spiegelung gegen ^die Lemniscate P . ^ = 1 um die Punkte + 1 der 
Z-Ebene entspricht, so folgt, dass die genannten Lemniscatenschaaren 
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der ier-Ebene durch die Abbildung Z = -g- ( ^ H ) in Curven über- 
gehen , die durch Spiegelung der ursprünglichen Ereissysteroe gegen 
die Lemniscate entstehen. 

Von besonderem Interesse ist folgender Fall : Die Geraden durch 
den Nullpunkt der Z-Ebene nebst Orthogonalschaar gehen nach der 
^lemniscatischen Geometrie '^ (Cap. VI) durch isothermische Spiege- 
lung gegen die Lemniscate in ein Büschel von Schleifenlemniscaten 
durch + 1 und Null nebst der Orthogonalschaar von Lemniscaten 
über. Folglich : 

Das Lemniscatenbüschel durch die Punkte + 1 und NuU der 
Z'JEbene entspricht dem Lemniscatenbüschel durch die Punkte + i und 
4- 1 der e-Ebene; auch die beiden Orthogonalschaaren von Lemnis- 
ccUen entsprechen einander. 

Dieser Fall ist durch Figur 44 erläutert, wobei wiederum dem 
Innern des Einheitskreises das untere Blatt der Z-Ebene entspricht. 
Die isothermischen Deutungen dieser Zeichnungen mögen dem Leser 
überlassen bleiben. Die ^lemniscatische Geometrie^ gab Näheres 
über diese Systeme. 

Verification des Resultates und Formulirung der analytischen 
Beziehung beider Ebenen geschehe auch hier nach der früheren 
Methode: Nach Cap. VI hat das Büschel von Lemniscaten durch 
+ 1 und Null die Gleichung 

die Orthogonalschaar die Gleichung -^ = c, wobei die Radii vec- 

tores von + 1 und Niill ausgehen. Nach den Formeln 10) und 11) 

entstehen durch die Abbildung z = Z -{■- j/Z'^ — 1 aus ihnen die 
Curven 

2 [(9» + Z) - (V- + V,)] = y und (ff^y = c, 

deren Badii vectores von 4: 1 und + i ausgehen , während die vom 
Nullpunkte ausgehenden sich gehoben haben. Nach Cap. VI sind 
dies aber die Gleichungen eines Lemniscatenbüschels durch die ge- 
nannten Punkte und der orthogonalen Lemniscatenschaar. 

Oanst allgemein entsprechen sich in beiden Ebenen Curven, deren 
Gleichungen in diesen lemniscatischen Coordinaten sind: 

und 

/•[(ffiy, 2(9 + X - (V + 1C,))] = 0, 

Holsmüller, isogonale Verwandtschaften. H 
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wobei die Radii vectores von den Punkten + 1 und Null der Z~Ebene 
resp. von denen der z-Ebene + 1 und + i ausgehen. 

In derselben Weise lässt sich die obige Relation auch in der 
Form 

\z — l) ~ Z^\ 

verwerthen, die man dahin deuten kann, dass die Transformation 
entsprechender Gebilde mittels der beiden gleichgesetzten Functionen 
auf identische Gebilde führt. In der Z-Ebene handelt es sich dabei 
wieder um die Inversion gegen den Kreis um + 1 mit Radius Y2y 
in der ^e^-Ebene um dasselbe, ausserdem aber noch um die Quadri- 
rung, bei welcher bekanntlich der Neigungswinkel jedes von Null 
ausgehenden Radius vectors verdoppelt^ er selbst aber gemäss der 
Proportion 1 : r = r : r^ quadrirt wird. Bekanntlich wird nun jedes 
Kreisbüschel der je?-Ebene durch a + 6i und a^ + b^i nebst Ortho- 

gonalschaar durch die Abbildung ^_ in ein Kreisbüschel durch 

a + hi+i ^^^ q i + &it+l 
a-\-bi — 1 «1 + ^1* — 1 

nebst Orthogonalschaar, dieses aber durch Quadrirung in ein Büschel 
Pascal' seher Schneckenlinien (lima§ons) durch die Punkte 

( a+hi+i y . /a^ + 6^i-|-i \2 

ya + hi-\) ^^^ \a^^h^i-l) 

nebst Orthogonalschaar von Curven derselben Art verwandelt. Diese 
Curven verwandeln sich aber in der Z-Ebene durch die Umkehrung 

der Abbildung ^~^ , die wiederum ebenso lautet, in die den ur- 

sprüDglichen Kreisen entsprechenden Systeme. Folglich: 

Jedem Kreisbüschel der 0- Ebene dwrch die Punkte a '\-bi und 
«1 + &i i entspricht in der Z-Ebene ein Curvenbüschel durch die Punkte 

Y ^a + &i + a-\-hi ) ^^^ T (^» + ^1^ + a A-h i ) ' ^^^^ durch 

Inversion mittels des Kreises um + 1 mit Badius }/2 aus einem 
Büschel PascaV scher Schneckenlinien {im speciellen Falle Cardioiden 
oder auch Parabeln^ erzeugt werden kann. Von den Orthogonal- 
schaaren gilt dasselbe. 

Somit ist auch für die in § 63 behandelten Curven die geome- 
trische Deutung gefunden. 

Da die confocalen Kegelschnitte um die Punkte + 1 der Z-Ebene 
die Abbildungen von Kreisen und Geraden sind, so ergiebt sich 
beiläufig ein Specialfall des bekannten Satzes, dass diese Kegel- 
schnitte, gegen einen Kreis um einen der Brennpunkte (hier den spe- 
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cieüen Kreis mit Radius }/2) gespiegelt, auf Pascal' sehe Schnecken- 
Urnen führen. Dasselbe gilt aus gleichem Grunde von den obigen 
Bedproken der Kegelschnitte. Auch die Lemniscate P* Q =^ 1 der 
Z'Ebene mit den Brennpunkten + 1 geht durch Inversion gegen diesen 
Kreis in eins Pascal' sehe Schneckenlinie über, weil sie zwei Kreisen 
der 0' Ebene entspricht 

Ans letzterem erledigt sich eine zur Gleichung 14) gemachte 
Bemerkung. 

Da endlich die Kreise der jsr- Ebene, gegen die Kreise und Ge- 
raden um resp. durch Null gespiegelt, wieder Kreise geben, so folgt, 
dass die isothermiscJie Spiegelung gegen alle Individua der confocalen 
EUipsen und Hyperbeln die hier auftretenden lima(ons wiederum in 
solche verwandelt. 

In gleicher Weise lassen sich noch zahlreiche andere Beziehungen 
aus dem Vorangegangenen mit Leichtigkeit ableiten. Von diesen 
sei noch ein Beispiel angegeben. 

Das Isothermenbüschel 3*®*^ Grades durch + i uebst Orthogonal- 
schaar (Fig. 40) der ;e?-Ebene geht durch Umklappen um die Gerade 
durch Null mit Neigung 45® in ein congruentes Büschel durch + 1 
nebs Orthogonalschaar über; die isothermische Spiegelung gegen die 
gleichseitige Hyperbel der Z-Ebene, welche der genannten Geraden 
entspricht, verwandelt nach der ^^lemniscatischen Geometrie^ das 
Strahlenbüschel durch Null nebst concentrischer Ej'eisschaar in die 
confocalen Lemniscaten um die Punkte 4i 1^ nebst orthogonalem 
gleichseitigem Hyperbelbüschel durch beide Punkte. Folglich: 

In beiden Ebenen entsprechen sich die genannten confocalen Lem- 
niscaten und ortJwgonalen Hyperbeln einerseits und die um 90® ge- 
drehten Isothermen 3'*^" resp, 4'*» Grades durch resp. tim + i andrerseits. 

Dieses gegenseitige Correspondiren ist in Mgur 45 dargestellt. 

Der Vollständigkeit halber sei endlich noch gezeigt, wie sich 
analytisch mittels der Bicircularcoordinaten mit den Grundpunkten 
4- 1 die Geometrie der ;e?- Ebene in die der Z- Ebene übertragen 
lasst. Der Kreis q = c um den Punkt a -{- bi der ersteren und die 
Gerade g) = y durch diesen Punkt gehen nämlich durch die Abbil- 
dung Z= I ]_ I in Curven über, deren Gleichung in Polarcoor- 

dinaten, die auf den Nullpunkt bezogen sind, lautet: 




Ä — 2F-B(aiCOSY + 6, sin YJ+ «i' + ^i' 



^(a- 1)^ + ¥1 ^ --^ =c 



2 ^ 



11 



164 Achtes Capitel. 

^gin|^_6, VSsinf 

arctan — arctan [- « = y, 

VS cos — — a| VB cos -- — 1 

wo 

_ gg+ft«- 1 26 h . . 

«1 — (a-i)«+62' ^i = lcLZ:i^+i2 7 a — arctan^— ^ ist. 

Diese Gleichungen gehen durch die Abbildung ^^ in gleich- 

lautende über, nur dass 7> an Stelle von R und ^ — X an Stelle 

von @ zu setzen ist, wobei die Radii vectores von + 1 ausgehen. 
Die so umgeschriebenen Gleichungen sind die des Büschels und der 
Schaar PascaTscher Schneckenlinien, die dem Strahlenbüschel 
q> = y und der Kreisschaar q = c entsprechen , und zwar in Bicir- 
cularcoordinaten mit den Grundpunkten + 1 • 

Die der confocalen Ellipsen und Hyperbeln lauten z. B. 




(I) + ' /^ '°'' — °— + ' 



p « — jr 

Q 



(1)-/ 



cos ■ 1_ 1 



c, 



Q 2 



sin 



/i* 



arctan ,_ arctan — =J^ = y 



§ 68. Schlussbemerkniigen. 

Die Methode des § 62 lässt sich auch auf die allgemeinere 
Function 

Z— <»^' + ^^ + c 

anwenden, deren ümkehrung 

2(a — %Z) 

ist. Aus der Zerlegbarkeit des Zählers und Nenners in je zwei 
Factoren 1*®*^ Grades ergiebt sich mit Hülfe der conjugirten Glei- 
chung, dass den Kreisen um den Nullpunkt der Z-Ebene im Wesent- 
lichen Curven ^^ = c entsprechen, den Geraden im Wesentlichen 

Curven (9 + 9>i) — (;C + ;Ci) = y- Aehnliches gilt von den Kreisen 
um andere Punkte. Die Z- Ebene ist wieder als zweiblättrig, die 
je;-Ebene als einblättrig anzunehmen. Die beiden Windungspnnkte 
sind leicht zu bestimmen, indem man die Wurzel gleich Null setzt. 
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Es ist nicht nöthig, näher hierauf einzugehen, da die gebro- 
chenen rationalen Functionen später der allgemeinen Discussion un- 
terworfen werden. 

Interessante Verwandtschaften, über welche die wichtigeren Sätze 
leicht ausgesprochen werden können, erhält man femer, wenn man 
eine Hülfsebene mit dem Argumente £ den Abbildungen 

unterwirft; so dass man zwischen den beiden anderen Ebenen die 
Beziehung 

hat. Hierbei entsprechen sich confocale Kegelschnitte mit den 
Brennpunkten + 1. Ist z. B. a reell, so entsprechen sich identische 
Hyperbeln y aber verschiedene Ellipsen beider Ebenen , ist a von der 
Form e'« = cos a + isin a, so entsprechen sich identische Ellipsen, 
aber verschiedene Hyperbeln. Auch gewisse Systeme Pascal' scher 
Schneckenlinien entsprechen sich in beiden Ebenen. Man gelangt 
also auf diesem Wege zu gewissen bifocalen Verwandtschaften, Aehn- 
liches tritt ein , wenn die g-Ebene der Transformation mittels zweier 
verschiedener gebrochener Functionen 2*®" Grades unterworfen wird. 

§ 69. Litteratur. 

1) Die im Anfang des § 60 angegebene Methode lernte Verfasser 
in einer Vorlesung des Herrn Prof. H. A. Schwarz im Jahre 1867 
kennen. Dort wurden auch die Ereisbeziehungen des § 65 ange- 
deutet , jedoch auf anderem Wege. Dasselbe gilt von der entspre- 
chenden Bie mann 'sehen Fläche. 

2) Die confocalen Ellipsen und Hyperbeln bespricht Lam6 in 
§ CXVni S. 195 der Le9ons sur les coordonn^s curvilignes. Paris 
1859. Die elliptischen Coordinaten wurden aber zuerst gegeben von 
Jacobi, Crelle*s Journal , XU; S. 137. Brief an Steiner. 

3) Die Transformationen 

Z = {(jer + l) und j? = Z— j/Z^- 1 

siehe bei Heine^ Handbuch der Kugelf unctionen, I. S. 49 ^ Anwen- 
dungen derselben an vielen Stellen dieses Werkes. 

4) Zu wichtiger Anwendung kommt die Transformation 

bei H. A. Schwarz: Notizia sulla rappresentazione conforme di 
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un'area ellitica sopra un'area circolare. Annali di Mathematica pura 
ed applicata. Serie 11. T. III. Ebenso bei 

Hentschel: lieber einige eonforme Abbildungen. Inaugural- 
dissertation, Jena 1871. Derselbe: Conforme Abbildung etc. Pro- 
gramm 1874 des, Gymnasiums Salzwedel. 

5) Hydrodynamisches über die confocalen Kegelschnitte siehe 
bei Auerbach: Theoretische Hydrodynamik, S. 39. 

6) Kinematisches über bifocale Systeme findet sich bei Bur- 
mester: Ueber das bifocal veränderliche System. Math. Ann. XVI. 

7) Eine Anzahl der hier behandelten Systeme hat A. Guebhard 
experimentell wiedergegeben. Man vergleiche: Figuration ölectro- 
chimique des lignes equipotentielles sur des portions quelconques 
du plan; Bulletins de la Societ6 Physique. 1882. 
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Die Abbildungen z = Yz und z = ]/ V^ 



+ & 



+ d 

nebst ihren Umkehrungen. 

§ 70. Allgemeines über die Abbildungen z = Yz und 
Z = z'' bei ganzen^ positiven, reellen Exponenten. 

Der Zusammenhang beider Ebenen ist schon in § 4 und 5 er- 
läutert worden. Die Z-Ebene ist als w-blättrig mit dem Nullpunkte 
als Windungspunkt {n — 1)**' Ordnung zu denken, durch dessen 
Umkreisen man ohne Sprung von einem Blatte aus in die anderen 

gelangen kann. Jeder Sector — der ^-Ebene entspricht einem sol- 
chen Blatte. Durch Figur 7 wurde die ^- Ebene für den Fall n=^2 
versinnlicht. Figur 46 a. giebt in gleicher Weise das Schema der 
Z- Ebene für den Fall n = 3, während 46b. die entsprechenden 
Sectoren der Z- Ebene darstellt. Eine beliebige Linie, die vom 
Nullpunkte der Z- Ebene aus, ohne sich selbst zu schneiden, nach 
dem unendlichen Bereiche gezogen wird, kann als Grenze der ein- 
zelnen Blätter aufgefasst werden. Bei der Ueberschreitung dieses 
„ Verzweigungsschnittes ^ gelangt ein wandernder Punkt stets ohne 
Unstetigkeit in ein anderes Blatt. Nach n Umgängen um den Win- 
dungspunkt muss man aber in das erste Blatt zurückgelangen, und 
dieser Umstand ist es, der den gezeichneten Modellen eine Unwahr- 
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scheinlichkeit giebt. Das n^^ Bl^tt nämlicH muss die übrigen mit 
Ausnahme des ersten durchkreuzen, ohne mit ihnen im Zusammen- 
hange ßu stehen^ und sich so mit dem ersten vereinigen. An 
Figur 46 a, wo der Bequemlichkeit halber der Verzweigungsschnitt 
in die positive reelle Axe gelegt ist, wird man sich diese Forderung 
leicht klar machen. 

Der Nullpunkt ist der eine Endpunkt des Verzweigungsschnittes, 
in ihm hängen also alle Blätter zusammen ; genau so, wie in der 
jET-Ebene alle Sectoren sich im Nullpunkte vereinigen. Dies versinn- 

licht den Umstand , dass }/Z für Z = eindeutig ist. 

Passirt ein wandernder Punkt den Nullpunkt der Z-Ebene, so 
kann er die Wanderung in einem beliebigen der n Blätter ohne 
Unstetigkeit fortsetzen. Denkt man sich den Weg in allen Blättern 
zugleich fortgesetzt, also in n Zweige gegabelt, so entsprechen den 

letzteren n Wege in der -'Ebene, die unter gleichen Winkeln — 

aufeinander folgen. Der Name Verzweigungspunkt für den erst- 
genannten Punkt ist also durchaus zweckmässig. 

Nimmt man nur einen unendlichen Punkt als vorhanden an, so 
müssen auch in diesem, als dem zweiten Endpunkte des Yerzwei- 
gungsschnittes, alle Blätter zusammenhängen. Er verhält sich also 
ebenso, wie der Nullpunkt. 

Man hat nim „wirklich geschlossene^ und nur „scheinbar ge- 
schlossene^ Curven in der Z- Ebene zu unterscheiden. Jede in sich 
zurücklaufende Curve ist wirklich geschlossen, wenn sie den Null- 
punkt entweder gar nicht, oder ^mal umschliesst. Dann ist auch 
ihre Abbildung in der jef-Ebene geschlossen. In jedem andern Falle 
ist der Schluss nur ein scheinbarer, wie man sofort an der entspre- 
chenden Curve der ^-Ebene erkennt, deren Anfangs- und Endpunkt 
in verschiedenen Sectoren liegen. 

Jedes Umkreisen des Nullpunktes ist zugleich ein Umkreisen 
des unendlichen Punktes im entgegengesetzten Sinne ; denn hat man 
den erst^ren bei der Wanderung zur Linken, so hat man den andern 
zur JElechten. Man veranschaulicht sich dies bequem, indem man 
die Ebene wieder als unendlich grosse Kugel betrachtet, auf welcher 
der unendliche Punkt der Antipode des Nullpunktes ist. 

Diese elementaren Betrachtungen geben die einfachste Einfüh- 
rung in die Riemannn'sche Darstellungsweise, die mit den später 
zu untersuchenden Functionen an Schwierigkeit zunimmt. 

Aus Z «= jer*» oder B (cos O -\-i sin O) = r*» (cos nq) + i sin ntp) 
folgt zunächst 

1) E = r'^ , = n(p y 
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Z) y±i = r, = (p, 

wo h die Werthe von bis n — 1 annehmen kann. Diese Viel- 
deutigkeit ist schon in § 5 erörtert worden. Sieht man von dem 

Zusätze ab, so entsprechen sich in beiden Ebenen die Curren 

3) f{B, $) = und /•(*•" , n<p) = 0, 

4) /(^, |)=.0 und f{rq,)-0. 



nj — 



Dass Kreise It = c und r^ s=s c oder r = j/cy dass ferner Gerade 

O = y und ntp = y oder g) = ^^^ — - sich entsprechen, ist selbst- 
verständlich. Jeder Punkt der jer-Ebene kann elementar in die Z-Ebene 
übertragen werden, während das Umgekehrte nur in gewissen Spe- 
cialfällen mit Zirkel und Lineal durchgeführt werden kann. Daraus 
wird sich ein ganz verschiedenes Verhalten der sich entsprechenden 
Curvensysteme ergeben. 

Die Verwandtschaft beider Ebenen ist eine isogonale. Die Con- 
formität wird nur im Nullpunkte und im unendlichen Punkte beider 
gestört, denn dort wird der Differentialquotient 

Z' = w^*»"^ = nr^~^ [cos (n — l)(p + i sin (n — l)^] 

Null resp. unendlich gross , d. h. das Vergrösserungsverhältniss wird 
verschwindend klein resp. unendlich gross. Für die übrigen Punkte 
ist wr**—^ der Vergrösserungsfactor. Die Abweichung (w — 1) g) 
giebt die Verdrehung entsprechender Linienelemente beider Ebenen 
gegen einander an. Vergl. § 39. 

§ 71. Den Geraden der Z-Ebene entsprechen reguläre 

Hyperbeln n*«"^ Ordnung. 

Zur Untersuchung der Curven, welche den Geraden der Z-Ebene 
entsprechen, werde der in § 42 angegebene Weg eingeschlagen. 
Die Gleichung der Geraden, die von dem Punkte a -\- bi der Z-Ebene 
in der Richtung y ausgeht, ist 



^_^_tany, 
sie läest sich also schreiben: 

bi) 



V - arc tan ^^ -1 k 3:-a+*(r-6) _ 1 . (Z+r*)-(a+6«) 
y — arc tan ^_ ^—^^ ^^ X-a-i{Y-V)—ii ^{X-Y%)-{,a-h%) 

Durch die Abbildung a; + yi = }/'X. -\- Yi geht sie über in: 
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f. 1 1„ (* + y*)"-(a + 6») 

' 2.- ^ {g.-y%)'-la-bi) 

-' Yi ng[(«+y»)"—(o+6»)]-ig[(«-yi)"— («—&»■)]} "^y- 

Jeder der Ausdrficke {x + yi)" — (« + fei) lässt sich bei ganzem, 
positiven, reellen n in ein Prodnct von n Factoren von der Form 

^ + y» — r ^ + ^*« zerlegen, wobei bekanntlich 



y^a+hhc^^j^a^+b^ 



arc tan — ^2 xä arctan - + 2xä 

cos h $ sin 



n *^ n 



Der Brach in Gleichung 5) zerlegt sich also in ein Product von 
n Brüchen, deren Zähler uud Nenner bei geeigneter Anordnung con- 
jugirt sind, so dass man, indem zugleich statt des Logarithmus des 
Products die Summe der Logarithmen gesetzt wird. Folgendes erhält: 



x + yi — ya + hi 



x=o x — y f.— ya — hi. 



»r=n 



1 «/ n/ 

— —[aj + y»- ra+&»»— (« — y» — F« — ^»x)] 
= ^ arctan — — — — = y , 

«=o Ä + yt — K» + &»« + 0; — y» — ^a— 6*' 



oder endlich 



arctan \- 2x7C 

''^ y-F«* + &'-Bin 

6) ^ arctan r 

*=o ^ arctan \- 2xn: 



2n/ a 

a:— K^VH" ^* cos 



n 

Diese Gleichung lässt sich in überraschend einfacher Weise geome- 
trisch deuten. Verbindet man nämlich irgend einen Punkt x -^ yi 

mit den n durch ya -\- bi repräsentirten Punkten, so bilden die 
Verbindungslinien mit der reellen Axe Winkel 9?,, 92> • • • 9^n, für 
welche 

2ny arctan (- 2 xjr 

y — j/a«+ &« . sin ^ 

tan (px — 



fny arctan (- 2 x jt 



x — ya^+b^' 



cos 



a 



n 
so dass man statt Gleichung 6) auch schreiben kann 

7) y^ + ^2 H 9n = y . 

Das Besultat ist folgendes: 
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Die durch den Punkt a -\' hi gehende Gerade^ welche mit der 
positiven reellen Axe den Winkel y bildet , geht durch die Abbildung 

X -\- y.i :^ /X -^ Yi^ wo n positiv, ganz und reell ist, in die Ourve 
9^1 + 9^2 + • * • + 9^« = y wJer, wobei die (p die Winkel sind, welche 
die von den Punkten }/a + bi ausgehenden Badii vectores jedes 
Curvenpunktes mit der positiven reellen Axe bilden. 

Die so definirten Cnrven nannte der Verfasser in seiner Ab- 
handlung über die vorliegende Abbildung im 83. Bande des Crelle'- 
schen Journals Hyperbeln n*^ Ordnung, da sie für n = 2.in gleich- 
seitige Hyperbeln übergehen und vielfache Analogien mit denselben 
haben. Da jedoch später noch eine Erweiterung des Begriffs ein- 
tritt^ mögen sie, da die Ausgangspunkte ihrer Badii vectores ein 
regelmässiges Polygon bilden, als reguläre Hyperbeln w*®*" Ordnu/ng 
bezeichnet werden. 

Die-Gleichungen 5) und 6) sind vollständig identisch. Die linke 
Seite von Gleichung 6) ist also der von i befreite imaginäre Theil 
der Function complexen Arguments 

f{x -f yi) = lg [{x + yiy — (a + 6i)] 

und muss als solcher der Differentialgleichung 

genügen. 

Uebrigens lässt sich statt der Gleichung 6) noch eine andere 

substituiren , aus der allerdings die geometrische Eigenschaft 7) nicht 

erkannt werden kann. Die Gleichung der behandelten Geraden lautet 

nämlich in Polarcoordinaten 

R%m^ — h . 

-^ -= = tan y, 

M cos ^ — a ' ' 

sie geht also durch unsere Transformation über in 

8) — = tany. 

r cos nq? -— a 

Dies ist die Gleichung der Hyperbeln n*®^ Ordnung in Polarcoor- 
dinaten. In der Gestalt 

(x^ + 2/*) ^ • sin ( w arctan 'z) — ^ 

9) arctan ^ = y 

— / \ 

(a;* + 2/*) ^ • cos ( n arctan "?^ ) — « 

ist sie identisch mit Gleichung 6) und ihre linke Seite muss also 
gleichfalls der partiellen Differentialgleichung genügen. 

Nimmt y die Werthe einer arithmetischen Beihe an, so entsteht 
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cUis isothermisclie Büschel der gleichseitigen Hyperhein w**** Ordnung, 
welches durch die Abbildung 

Z=lg[xr« — (a + 6*)] 

in die Parallelenschaar Y ==- y übergeht. 

In Figur 47 stellen die asymptotischen Curven die Hyperbeln 
4*" Ordnung dar. Dieses specielle System wurde zuerst von Haton 
de la Goupilliere in dessen ^ Memoire sur une nouvelle- thöorie 
generale des lignes isothermes et du potential cylindrique^, 38. Heft 
des Journals de TEcole Polytechnique, gezeichnet. Unserer Zeich- 
nung ist die dortige zu Grunde gelegt , jedoch stellten sich mehr- 
fache Modificationen als noth wendig heraus. Es handelt sich um 
einen der Fälle, die elementar durchconstruirt werden können. Als 
Grenzcurve ist der Vergleichung halber ein Kreis gezeichnet. Die 
Figur ist leicht elektrodynamisch zu deuten. 

§ 72. Den Kreisen der Z- Ebene entsprechen reguläre 

Lemniscaten n^^"^ Ordnung. 

Die Gleichung des Kreises q = c um den Punkt a -{- hi der 
Z-Ebene lässt sich schreiben 

[X + Yi — (a + bi)] . [X — Yi - (a - bi)] = c2, 

sie geht also durch unsere Abbildung über in 

[(x + yi)'' — (a + bi)] • [{x — y i)« — {a — bi)]= c^, 
oder, wenn jede Klammer in ihre n Factoren zerlegt wird, in 

«=n— 1 



8) 77 [(x+yi)-y'a + bi. ] • [(x-yi) - f/ä-bi;'^ = 



C, 



WO die Wurzelausdrücke dieselbe Bedeutung, wie in § 71 haben, 
und zu zweien conjugirt sind, so dass man n reelle Factoren zweiten 
Grades erhält, nämlich 

^.. 7~I r / Q arctan {- 2x7C\2 

9) n [(. - '^^+F . cos ^ ) ^ 

/ „ arctan f- 2;c:rx 21 

+ [y -%* + b' . sin ^ ) \=c\ 

Hier stellt jeder Factor das Quadrat der Entfernung jedes Punktes 
X '\- yi von einem der durch ya-\-bi repräseutirten Punkte dar. 

Bezeichnet man diese Entfernungen mit p^y Vi \ Vn^ so erhärlt 

man nach Ausziehung der Quadratwurzel als Gleichung der Curve 

10) Vx'Vi Vn=c. 

Also: 
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Die vorliegende Abbildung verwandelt den Kreis q ^=^ c w/n a + 6j 
in die Curve Pi^p^ - - - 'Pn = c, deren Badii vectores von den Punkten 

j/a + bi ausgehen. 

Da diese Curven für n = 2 Lemniscaten (Cassini-Curven) wer- 
den, ihre Radii vectores aber von den £cken eines regulären Poly- 
gons ausgehen, so wurden sie vom Verfasser als reguläre Lemnis- 
caten höherer Ordmmg bezeichnet. 

Nicht in der Form 9), sondern in der Form 

11) Ijlg ^(x-\-ytr- (o+&0]+lg[(«-y»")- -(«-&»•)]}= ci. 
also, reell geschrieben 



^'*"n'[(-% 



2 + 6^ . cos 



arctan |-2xjr 



12) x=u ■ V n 



— ■ -- \M] 



^^ arctan — 



wo c, = lg c ist, genügt die linke Seite der Differentialgleichung 

aaj« ■+■ ay« = ^> 

da sie als reeller Theil der Function 

f{x + yi) = lg [(X + yiy — (a + bi)] 

zu betrachten ist. 

Durch die Abbildung X-\- Yi=:^ lg [(x + yiy — (a + bi)] kann 
man dieses isothermische Gurvensystem in das System der parallelen 
Geraden T = c^ verwandeln. Es handelt sich selbstverständlich um 
die Orthogonalcurven der regulären Hyperbeln n*®"^ Ordnung. 

Auch die Gleichung dieses Systems lässt sich in einfacherer 
Gestalt schreiben, indem man Polarcoordinaten anwendet. Die Ereis- 
gleichung lautet dann: 

JB2 — 2 JB [a cos ^ — 6 sin 0] + a^ + 6^ = c^ 

und geht durch die Abbildung über in die üurvengleichung 
13) r^*» — 2r**[a cos (ng)) — b sin (ntp)] + a* -(- 6^ e=- ^2. 

Schreibt man diese wieder in der Form 
14) 2^1g (a;2 + y2)n __2(a;2 + y2)* . | acos ( »arctan -^j 4"^ sin (naretan^jj 



+ «24-6^1 = 



Cn 



so ist sie mit Gleichung 12) identisch und genügt wieder der Diffe- 
rentialgleichung ^ tr = . 
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In Figur 47 sind die geschlossenen Gurven reguläre Lemnis- 
caten 4*" Ordnung. 

Das Gesammtresultat der § 71 und 72 lässt sich dahin zu- 
sammenfassen: 

Bei den Abbildungen Z = ^'» und = yz entsprechen sich in 
beiden Ebenen die Ourvenschaaren 

f{P,&) = und /•[(!>,. i?2. .. i>n), (^,+^2 + --- + ^«)] = 0, 

wobei die Polarcoordinaten P und @ auf den Punkt a + 6i der 
Z-Ebene, die lemniscatischen Coordinaten auf die PunMgruppe 

y^a + 6i b&sogen sind. 

Sind femer Curvengruppen der Z- Ebene in lemniscatischen 



Coordinaten wi'" Ordnuug, bezogen auf die Punkte ya-^bi, ge- 
geben ^ so entsprechen ihnen in der ^ei-Ebene Curvengruppen in lem- 
niscatischen Coordinaten m,n^^^ Ordnung; bezogen auf die Punkte 

ya + bi. Es gehören also auch folgende Gleichungen zusammen: 
f[{P,P^ • . • • Pm), (®, + ®2 + • • • + ^m)] = 0, und 

fKPl 'l>2 • • • --Pm«), (^1 + ^2 + • • • + ^mn)] =0. 

§ 73. Wichtigere Eigenschaften der Hyperbeln w*«' Ordnung; 
die orthogonalen Hyi^rbelschaaren n^^*^ Ordnung. 

1) Entspricht die Hyperbel w*«^ Ordnung der Geraden X = a 
oder JB cos O = a, oder der Linie y = y durch den Punkt a, so 

lautet ihre Gleichung 

a) r" cos n(p = a, 
oder 

b) 9i + 92 H h 9>« = Y ; 

wobei die Badii vectores von den Punkten }/a ausgehen. 

2) Für r «= cx) ist cos ^9? = 0, also (p = — • Dies giebt 

die Neigungswinkel der Asymptoten für die n congruenten Curven- 
ärme. Es sind n durch das Ceutrum (den Nullpunkt) gehende 
Symmetrie- Axeu vorhanden^ die imter gleichen Winkeln auf einander 
folgen und bei ungeradem n sämmtlich, bei geradem n zur Hälfte 
durch die Scheitelpunkte der Curve gehen. 

3) Für (p = — - ergiebt sich r = ya, wodurch die Entfernung 

der Scheitelpunkte vom Centrum bestimmt ist. 

4) JB cos {0 — a) a=s a ist die Polargleichung der allgemeinen 
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Geraden y wobei a ihre Entfernung vom Nullpunkte bedeutet. Die 
entsprechende Hyperbel w*®^ Ordnung hat die Gleichung 



c) r" cos n Iq) — - j = a 



Sie ist gegen die Hyperbel a) um den Winkel — gedreht und mit 

ihr offenbar congruent. Variirt hingegen der Parameter a, so wer- 
den die Curven ahnlich. 

5) Wie sich die Gerade als Kreis betrachten lässt, dessen Cen- 
trum im unendlichen liegt, so lässt sich die Hyperbel n**' Ordnung 
als Lemniscate w**^ Ordnung betrachten, deren Brennpunkte im Un- 
endlichen liegen. 

6) Gehen p und q von zwei festen Punkten a -{-bi und a^-^bii 
aus, so ist der durch p = q dargestellte geometrische Ort eine Ge- 
rade. Folglich: Die Gleichung 

wo die p von der Punktgruppe "/a -\- bi, die q von. der Punkt- 

gruppe ya^ -{-b^i ausgehen, stellt eine Hyperbel w*«*^^ Ordnung dar. 
In Worten: 

Verbindet man einen Punkt mit den EcTcpunkien zweier concen- 
trischer regelmässiger Polygone gleicher Seitemdhly die beliebig gegen 
einander verdreht sind, und bewegt er sich so, dass das Product der 
einen Strahlengruppe stets gleich dem der andern ist, so beschreibt er 
eine Hyperbel n*^^ Ordnung. 

.7) Ist dabei der Punkt a -{-bi Nullpunkt^ so geht die Gleichung 
über in 

was ebenfalls leicht geometrisch zu deuten ist und für » = 2 eine 
bekannte ßrennpunktseigenschaft der gleichseitigen Hyperbel giebt. 
Da sich aber jede Gerade in solcher Weise schreiben lässt, so lässt 
sich jede Hyperbel w*®^ Ordnung durch eine Gleichung von der Form e) 
darstellen, wo die p vom Nullpunkte, die q von den Punkten 

ya^ -{- 6^ i ausgehen. 

8) Hierbei ist nun a, -|- b^i der Spiegelpunkt des Nullpunktes 
gegen die Gerade. Deshalb sollen die entsprechenden Punkte 

ya^ + 6ii die Brennpunkte der Hyperbel n*^ Ordnung genannt wer- 
den. Die Geraden vom Centrum nach den Scheitelpunkten gehen 
demnach durch die Brennpunkte. Für w = 2 stimmt die Definition 
mit der gewöhnlichen Brennpunktdefinition überein, woraus sich 
interessante Analogien mit der gleichseitigen Hyperbel ergeben. 
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9) Die Brennpunkte der Hyperbel w'*'' Ordnung r" cos wg? == a 
werden dargestellt durch y2a. 

10) Eine gleichseitige Hyperbel mit den Brennpunkten j/a werde 

in. 

der Transformation = yZ unterworfen. Dadurch geht sie über 

2n\— 

in eine Hyperbel 2n*®^ Ordnung mit den durch ya dargestellten 
Brennponkteu , ^e abwechselnd den beiden Brennpunkten der ersten 
Curve entsprechen. Die Focalgleichung der ersteren ist aber 

p-q = c, 

wobei c = j/ä{2 — /2) ist. Folglich: 

Die Hyperbel 2n^'''' Ordnung mit den Brennpunkten ya hat 
die Focaleigenschaft 

f) Pi'P2 • • 'Pn—qi -^2 • • ' qn=j/ä (2— j/2), 

wobei die p und q ßadii vectores sind; die von den Brennpunkten 
ausgehen und abwechselud auf einander folgen. 

11) Dreht sich eine Gerade um einen ihrer Punkte, so bewegt 
sich das Spiegelbild des Nullpunktes auf einem Kreise um jenen 
Punkt und dufth den Nullpunkt. Folglich: 

Die Brennpunkte aller durch eine Funktgruppe y^a -^-ii gehen- 
den Hperheln n**^ Ordnung liegen auf einer Lemniscate n*^ Ordnung, 
deren Arme sich im Nullpunkte treffen, 

12) Schneiden sich zwei Gerade unter dem Winkel «, so gilt 
dasselbe von den durch den Nullpunkt gehenden Normalen. Folglich: 

Schneiden sich zwei Hyperbeln n*^ Ordnung desselben Centrums 
einmal unter dem Winkel «, so schneiden sie sich im Ganeen n-mal 
unter demselben Winkel, und die Systeme ihrer Hauptaxen sind um 

den Wvnkd — gegen einander gedreht, 

13) Dem System paralleler Geraden X = a entspricht ein Sy- 
stem von Hyperbeln w*®' Ordnung r** cos wy = a, die einander nicht 
schneiden und deren Asymptoten zusammenfallen. Dasselbe gilt vom 

System r" cos (9? — - j = a. Eine solche Curvengruppe soll als 

„Schaar der Hyperbeln w'*'* Ordnung" bezeichnet werden, wogegen 
die durch Gleichung 7) und 9) des § 71 charakterisirte Gruppe 
„Büschel der Hyperbeln n*^^ Ordnung" heissen soll. Fig. 28 und 29 
stellen den Fall n = 2 dar. 

14) Die gleichwinkligen isogonalen Trajectorien der Parallelen- 
schaar, z. B. ihre Orthogonalen, sind wiederum eine Parallelen- 
schaar. Folglich: Die gleichwinkligen isogonalen Trajectorien der 
Hyperbelschaar n'^' Ordnung bilden wiederum eine solche Schaar. 
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Ist die Gleichung der einen Gruppe r*» cos n ((p — — J = a, so hat 

z. B. die Orthogonalschaar die Gleichung r» sinnffp- ^\ = a. 

15) Folgen die Parameter jeder der beiden letzten Schaaren in 
arithmetischer Reihe auf einander^ so wird die Ebene in ein System 
rechtwinkliger Flächenräume eingetheiltydie mit zunehmender Klein- 
heit der Aehnlichkeit zustreben. Ist die constante Differenz in beiden 
Reihen dieselbe ^ so entspricht dies der Eintheilung in ^ Quadrate ^^ 
die Eckpunkte eines solchen Netzes liegen auf zwei Schaaren von 
Hyperbeln w*®*^ Ordnung. 

16) Die Hyperbelschaar n^«' Ordnung 

r** cos ng) = a 
lässt sich auch schreiben 

g) (a?^ + y^) 2 cos n . arctan -^ = a, 

oder; wie man mit Hilfe der Polarcoordinaten leicht zeigen kann^ 

ü) - — a. 

Die Unke Seite der Gleichimg g) ist also der reelle Theü der FtmcHon 
complexen Arguments f{x-\-yi) = {x-^yiy und muss als solcher 
der Differentialgleichung Ju = genügen. Es handelt sich demnach 
um ein Isothermensystem, welches, wie selbstverständlich war, durch 
die Abbildung X-^ Yi=(x -^ yi)** in das System der Geraden 
X = a übergeht. 

17) Denkt man sich also in wärmeleitender Ebene zwei Hyper- 
beln n*^ Ordnung derselben Schaar auf constanten Temperaluren er- 
halten, so sind nach dem Eintreten des stationären Zustandes die 
Linien constanter Temperatur sämmtlich Hyperbeln n*^ Ordnung der- 
selben Schaar. Eine der ersten Curven kann man in den unend- 
lichen Bereich verlegen, wodurch Nichts geändert wird. Geht dann 
noch die andere durch den Nullpunkt, so -dass sie in zwei sich unter 

dem Winkel — schneidende Gerade übergeht, so ist das isothermische 

Problem für den Raum zwischen den Schenkeln dieses Winkels ge- 
löst. Also auch hier bilden die Isothermen eine Hyperbelschaar 
w*«"^ Ordnung. 

Statt zweier Hyperbeln der Schaar kann man auch solche des 
Büschels nehmen, wobei die übrigen Individuen des Büschels als 
Isothermen auftreten. Welche Linien in beiden Fällen die Stro- 
mungscurven der Wärme werden, ist leicht zu sagen. 

Die entsprechenden hydrodynamischen und elektrodynamischen 
Deutungen bleiben dem Leser überlassen. 
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§ 74. Die Eigenschaften der Lemniscaten n^«' Ordnnng und 
der ans ihnen heryorgelienden Isothermenschaaren. 

1) Der Kreis q = c um den Punkt a der reellen Axe hat die 

Gleichung 

R^ — 2aR cos + a'^ = c\ 

die entsprechende Lemniscate w^^*^ Ordnung also, deren Brennpunkte 

durch ya, deren constantes Product durch c dargestellt ist, hat 

die Gleichung 

r** — 2ar^ cos nq) -{-«- = c^, 

• 2) Ist c < ry, so liegt der Nullpunkt ausserhalb des Kreises, 
ist c «= a, 80 liegt er auf dem Kreise, ist c > a, so liegt er inner- 
I^alb desselben. Entsprechend besteht die Lemniscate im ersten Falle 
aus n getrennten Ovalen, im zweiten Falle aus solchen, die sich 

im Nullpimkte unter Winkeln ^ treffen, im dritten Falle aus einem 

einzigen, den Nullpunkt umschliessenden Linienzuge. Stets sind 
n Symmetrieaxen vorhanden, ebenso n Brennpunkte, dagegen 2n 
Scheitelpunkte. 

3) Die Scheitelpunkte des Kreises liegen für c < a beide auf 
der Linie ^ = 0, bei der entsprechenden Lemniscate liegen sie paar- 
weise auf den Brennpunkten, d. h. auf den Linien q) = 

Für c > a liegt der eine Scheitelpunkt des Kreises auf der Linie 
= 0, der andere auf der Linie O = 180®, bei der entsprechen- 
den Lemniscate also liegen 7i Scheitelpunkte auf den Linien 

w = — — , die andern auf den Linien qp = *'"' — - • Letzteres sind 

die Winkelhalbirenden der Brennpunktsradien. 

4) Für c < a findet man die beiden Werthe der Scheitelradien r, 
indem man in a) 9 = setzt, aus der Gleichung 

r« — a = + c, 

für c > a findet man die beiden Werthe aus den Gleichungen 

r*» -— a = + c, r*» + a = c, 

indem man einmal 9? = 0®, das andere Mal (p = 180® setzt und im 
ersten Falle berücksichtigt, dass r'^ grösser ist, als a. 

5) Setzt mau nun nach Obigem statt a die n*® Potenz des Brenn- 
punktsradius, etwa r^**, für c das constante Product p^ ,p.^ . . . Pm 
so hat man für c < a 

b) i>i .i>2 • • • -P« = + (^" — ^i'*); 
für c> a 

c) |}, .i)2 ...l)n = r«+ri«. 

Holxmüller, isogonale Verwandtschaften. 12 
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In Worten: Bei den aus getrennten Ovalen bestehenden Lemnis- 
caten n'^** Ordnung ist das constante Froduet gleich der Differenz 
zwischen den n*^^ Potenzen der Scheitel- und Brennpunktradien; hei 
den aus einem Zuge bestehenden ist das constante Produd gleich der- 
selben Differenz für die Brennpunktscheitelgruppe ^ aber gleich der 
Sunime jener Potenzen für die andere Scheitelgruppe. 

Hierin liegt eine neue Fassung des Cotesischen Theorems, die 
weniger umständlich ist; als die in den Lehrbüchern gebräuchliche. 

6) Schon oben war gezeigt ^ dass die confocalen Lemniscaten 
Pi - P2 ' ' ' Pn = c und ihre Orthogonalen -ö", + ^2 + • • • + ^n = y; 

sobald alle Badii vectores von der Punktgruppe ya -\-bi ausgehen^ 
isothermische Curvensysteme bilden. Folgen die Parameter der 
Hyperbeln in arithmetischer Reihenfolge aufeinander, z. B. 0, a, 2«, . , .% 
die der Lemniscaten in geometrischer, z. B. c®, e^, e^^, . . . , so erhält 
man die Eintheilung der Ebene in rechtwinklige Flächenräume, die 
der Aehnlichkeit zustreben; ist aber a = ß^ so ergiebt sich die 
quadratische Eintheilung. Für w = 2 erhält man das bekannte 
System der Interferenzlemniscaten und Polarisationshyperbeln optisch 
zweiaxiger Krystalle. 

7) Die Gleichung der isogonalen Trajectorien concentrischer 
Kreise, 

bezogen auf das Centrum, stellt logarithmische Spiralen dar. Die 
isogonalen Trajectorien der Confocalschaar der Lemniscaten n^^ 
Ordnung und ebenso die des Hyperbelbüschels w*®' Ordnung haben 
demnach die Gleichung 

d) pi . 29o ... i)n = c • ^^* "^ ^' ■*"••• ■*"^« . 

Sie haben die Eigenschaft, dass das Produd der Badii vectores 
geometrisch zunimmt, wenn die Winkelsumme sich arithmetisch ändert. 
Die Eckpunkte des besprochenen Netzes liegen auf solchen Curven. 
Ihre Eigenschaften lassen sich aus denen der logarithmischen Spi- 
ralen oder aus denen der Geraden ableiten. Logarithmirt man die 
Gleichung und setzt man für den Logarithmus des Productes den 
aus § 70, Gleichung 12) oder 14), folgenden Ausdruck, für die 
Winkelsumme den aus § 69, Gleichung 6) oder 9), folgenden in 
geeigneter Weise ein, so lässt sie sich auf die isothermische Form 
bringen, in der sie der Gleichung dU =0 genügt. 

8) Das Kreisbüschel durch zwei Punkte a + hi und a, + 6|f 
hat seine Mittelpunkte auf einer geraden Linie, die orthogonale 
Kreisschaar gleichfalls. Aus der entsprechenden Figur ergiebt sich 
Folgendes : 
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Durch die Punkte j/a + 6i und j/üi + ft^i lässt sich ein Lern- 
niscatenbüschel n^^" Ordnung legen, welches seine Brennpunkte stets 
auf einer Byperhel n^*^ Ordnung hat. Die Orthogonalschaar besteht 
aus Lemniscaten w'*'' Ordnung, deren Brennpunkte gleichfalls auf 
einer Hyperbel n'*'' Ordnung liegen. Jede der genannten Hyperbeln 
gehört zur andern Schaar, Beide Schaaren* sind isothermische Cur- 
vensysteme. 

9) Das genannte Kreisbüschel hat die Gleichung 9 — '^ = y, 
die orthogonale Ereisschaar die Gleichung ^ = c. Folglich: 

Die Gleichungen 

e) (9>1 + 92 + • • • + 9^«) — (a^l + Z2 + • • • + %n) = yy 

• M 

wobei die Badii vectores von den Punktgruppen ya -j- &* ^^^ 

ya^ + b^i ausgeJien, stellen ein Lemniscatenbüschel und die Ortho- 
gonaischaar von Lemniscaten w'*'' Ordnung dar. In Worten: 

Verbindet man die Ecken zweier concentrischer regelmässiger 
Polygone gleicher Seitenzahl, die beliebig gegen einander verdreht 
sindf mit einem beweglichen Punkte und bewegt sich derselbe so, dass 
das Produkt der einen Strahlengruppe^ dividirt durch das der andern, 
einen constanten Werth giebt, so bewegt er sich auf eincfu Indivi- 
duum der Lemniscatenschaar n^^ Ordnung. Bewegt er sich aber so, 
dass die Winkelsumme der einen Strahlengruppe, vermindert um die 
der andern, Constantes giebt, so beschreibt er ein Individuum des 
Lemniscaienbüschels w'*'' Ordnung. Für den Fall n = 3 sind beide 
Curvengruppen durch Fig. 48 veranschaulicht. Der Figur wurde 
eine der von Herrn Guebhard überlassenen Platten zu Grunde 
gelegt^ auf welcher die Spannungscurven auf elektrochemischem 
Wege fixirt waren. Man wird erkennen, dass man sich mit Hülfe 
der experimentellen Methode sehr leicht über den allgemeinen Cha- 
rakter der fraglichen Curvensysteme orientiren kann. Bei einiger 
Debung gelingt es schnell, die Stromlinien orthogonal einzuzeich- 
nen und so eine Skizze des isothermischen Netzes zu erhalten. 

10) Concentrirt sich die eine Punktgruppe in den Nullpunkt, 
ist also z. B. a + 6i = 0, so lauten die Gleichungen: 

g) '»^ ' ^> — {X\ + X'l + > - + %n) = Y, 



n.n 



h) --^ = .. 

Auch diese sind leicht in Worte zu kleiden. 

12* 
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11) Die isogonalen Trajectorien der Curven e) und f) haben 
die Gleichung 

12) Die isogonalen Trajectorien der Curven g) und h) -haben 
die Gleichung 



13) Transformation mittels reciproker Badii vectores vom Null- 
punkte aus (isothermische Spiegelung gegen einen Kreis r = c um 
den Nullpunkt) verwandelt jedes Kreisbüschel durch zwei Punkte 
wiederum in ein solches^ die Orthogonalschaar des ersteren in die 
des zweiten. Folglich: 

Dieselbe Transformation verwandelt ein Büschel von Lemnisca- 

ten n*^ Ordnung durch die Punictgruppen }/a + bi und }/a^ + fej i 
wiederum in ein solches durch die reciprohen Punkte 

und 



l/a + hi }/ai+ &i » 

die Orthogonalschaar der ersten Schaar geht dabei in die der zweiten 
über, Ist einer der Punkte, z. B. a -\- bi^ der Nullpunkt, so erhalt 
man durch diese Transformation ein Büschel von Hyperbeln n**' 
Ordnung und die Orthogonalschaar confocaler Lemniscaten. Die 
isogonalen Trajectorien behalten gleichfalls ihren Charakter stets bei. 

14) Ohne Schwierigkeit lässt sich, wie oben, auch hier stets 
die Function ermitteln, welche die genannten Curvenschaaren in 
ein System paralleler Geraden X = c verwandelt. Daraus ergiebt 
sich die Gleichung jeder Schaar in rechtwinkligen Goordinaten so, 
dass ihre linke Seite der Gleichung A m = genügt. 

15) Unt^r den gelösten Wärmeaufgaben seien folgende genannt : 
Werden in der Ebene zwei Individua der Schaar f) a/uf con- 

stanten Temperaturen erhalten, so sind nach dem Eintreten des sta- 
tionären Zustandes die dazwischen liegenden Curven derselben Scharr 
Isothermen. Legt man den Punkt a -{- bi ins Unendliche , so hat 
man die Lösung des Problems für confocale Lemniscaten n*®' Ordr 
nung. Eine von denselben kann man, indem man das Prodaet 
gleich Null setzt, in die w-Eckpunkte eines regulären Polygons 
verwandeln, die andere, indem man das Product gleich oo setzt, in 
den unendlichen Bereich verlegen. Auch dieser letzte Fall ist leicht 
zu deuten. Endlich ist noch der Fall gelöst, wo die Eckpunkte 
eines regulären Polygons auf constanter Temperatur gehalten wer- 
den, während die eines regulären Polygons gleicher Seitenzahl, 
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welches gegen das erste verdreht, aber mit ihm concentrisch ist^ 
eine andere constante Temperatur beibehalten. 

16) Das Entsprechende gilt von den Spannungscurven und 
Stromlinien; welche auftreten , wenn man die Elektricität durch 
punktförmige Elektroden, die in den Eckpunkten eines regelmässigen 
Polygons liegen^ eintreten lässt, während sie durch ebensolche Elektro- 
den abgeleitet wird, die ein reguläres ; zum vorigen concentrisches^ 
jedoch beliebig gegen dasselbe verdrehtes Polygon bilden. Einige Spe- 
cialfalle sind in der citirten Dissertation des Herrn Hildebrandt 
und in den Abhandlungen des Herrn Dr. A. Guebhardt in den 
Comptes Bendus von 1881/82, im Electricien von 1881/82 und in 
den Bulletins de la Societe de Physique von 1882 durch Zeich- 
nungen dargestellt. Besonders das der letzten Arbeit beigegebene 
;9tableau synoptique^ enthält einige interessante Fälle. 

§ 75. Andeutangen über weitere Consequenzen für die 

Geometrie der Ebene. 

Wie aus der Geometrie der Geraden und des Kreises die lem- 
niscatische Geometrie n^®' Ordnung abzuleiten ist, darüber ver- 
gleiche man Capitel VI und die Abhandlung im 21. Bande der 
Zeitschrift für Mathem. und Physik, wo stets an Stelle des Falles 
n '=2 der allgemeinere vorliegende zu setzen ist. Gleichen Strecken 
entsprechen correspondirende Hyperbelbogen, congruenten Gebilden 
correspondirende, ähnlichen Gebilden solche, die sich aus corre- 
spondirenden nach dem Theilungsprincip der lemniscatischen Geo- 
metrie ableiten lassen. Auch die neuere Geometrie findet ihre 
Uebertragung, so erhalten z. B. die Doppelverhältnisse 

r—p ^ 8 — q ^j^j sJD (y — a) 8in(d— ß) 
r — q 8 — p 8iii(y — ß) 8in(d — a) 

die analogen Formen 

r, . f , . . . r^ — p, . jp, . . . p^ s, . gg . . . g ^ — gi . 7i . . . g„ 

n . ff • . »•« ~ gi • «2 . • . «„ ' «1 • «t • • . «„ — JPi ;>2 • . . i>H 
resp. 

sin [y, + yi+ • • • + j^n_— («« + «« + '-jj^_^nf\ 
8in[yV+^-f 7.T+77- (P, + |3, + .7. + |3 jj 

^8in[d, + *2 -t- ... + *n - («1 + «« + ••• + «J] 

Sämmtliche Sätze der Kreisverwandtschaft gehen in die ent- 
sprechenden der lemniscatischen Verwandtschafl W^" Ordnung über, 
welche sich stets durch eine Function von der Form 
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vermitteln lässt, was bei der Kreisverwandtschaft durch z = ^^ , , 

' cZ -\-d 

geleistet wird. Wie sich ferner jede Kreisverwandtschaft durch eine 
Transformation mittels reciproker Radii vectores gegen einen be- 
stimmten Kreis ersetzen lässt, so reducirt sich die lemniscatische Ver- 
wandtschaft n*^^ Ordnung auf die isothermische Spiegelung gegen eine 
hestimmte Lemniscate mit dem Nullpunkte als Centrum. 

Diese Verwandtschaft ist noch einer weiteren Verallgemeine- 
ruDg fähig, da zwei Ebenen auch so aufeinander bezogen werden 
können, dass jeder Lemniscate w*®' Ordnung der einen mit einem 
bestimmten Punkte als Centrum eine solche m*®' Ordnung der 
andern mit einem bestimmten Punkte als Centrum entspricht. Diese 
Beziehung wird vermittelt durch die Function 



m/ 



.- ^+^ 



cZ^ + d 

Durch dieselbe wird z. B. auch das Innere einer Lemniscate n**' 
Ordnung so auf das Innere oder Aeussere einer solchen Curve t»*" 
Ordnung conform abgebildet, dass die Brennpunkte der einen einem 

willkürlichen Punktsystem ya + /Si innerhalb, resp. ausserhalb der 
andern entsprechen. 

Zahlreiche Abbildungsaufgaben lassen sich sofort synthetisch 
lösen. Z. B. wird die Aufgabe, den von zwei Lemniscaten w**' 
Ordnung des Büschels und zweien der Orthogonalschaar begrenzten 
Flächenraum auf das Innere des Einheitskreises abzubilden ; durch 
eine Function von folgender Form gelöst:*) 



1 +ij/x , sin am ^g + lg ^^^^^ J 



mod X. 



i + j/x . sin am fl' + Icf - — ^^ 



Nicht ohne Interesse sind die üebertragungen der Steiner'- 

schen Schliessungsprobleme, von denen eines auf eine Fläche führt, 

welche die Dupin'sche Cyclide als Specialfall enthält. — 

_£ 

Um auch die Abbildung x -{- yi = {X -j- Yi) ** für n ganz, 
positiv und reell zu erledigen, hat man nur die Bemerkung nothig, 
dass die Transformation mittels reciproker Radii vectores Kreise 



*) Hierzu ist das Capitel über die AbbilduDg mittels der elliptiBChen 
Function Z =■ sin am z (mod h positiv reell und < 1) zu vergleichen. 
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in Kreise ; folglich jedes zum Nullpunkt gehörige Lemniscaten- 
system gleichfalls in ein solches verwandelt, und zwar geht das 
Büschel durch a -}- bi und a| 4~ ^i^ ^^^^ ^^ ^^^ durch 

und 



gehende, wenn 1 der Radius des spiegelnden Kreises ist. Da die 

KreisYerwandtschaft vollständig durchführbar ist, so ist es auch 

1^ 

die Verwandtschaft a; + yi ==» (X -f- ^0 * für ganzes, positives, 
reelles n. 

Die Abbildung z = Z^ für ganzes, positives und reelles n ver- 
wandelt Gerade und Kreise in Curven, deren Polargleichungen sich 
von denen der Lemniscaten und Hyperbeln w*®' Ordnung nur da- 
durch unterscheiden, dass — an Stelle von n zu setzen ist. Sie 

sind von geringerem Interesse, da die Focaleigenschaften nicht er- 
halten bleiben und da sie im Allgemeinen mehrerer Biemann'- 
scher Blätter bedürfen. Der Fall w = 2 verwandelt, wie schon ge- 
zeigt wurde, orthogonale Parallelenschaaren in orthogonale Schaaren 
von Parabeln mit dem Nullpunkte als Brennpunkt und gewisse 
gleichseitige Hyperbeln in Gerade, Kreise hingegen in Cardioidische 

Curvensysteme. Man kann statt von Lemniscaten — *®' Ordnung von 

„Cardioidischen Curven höherer Ordnung^ sprechen, die Eigenschaf- 
ten derselben lassen sich aber, wie gesagt, weniger elegant ent- 
wickeln. 

Mit Hülfe dieser Bemerhmgen ist man im Stande, die Gleichung 
jeder Cwrve in lemniscatischen Coordinaten w'*'' Ordnung mit belie- 
bigen Brennpunkten y^a + bi darzustellen. Beispielshalber soll dies 

mit der Geraden X = a für w = 2 und die Brennpunkte ye {e reell) 
durchgeführt werden. 

Die Gleichung geht durch die Abbildung z == Z^ über in die 

der Parabel J^r . cos -f- = « oder r(l -|- cos g?) = 2a^, oder, wenn 

der Goordinatenanfang nach e verlegt wird, in 

Q cos d* -f- e -(- i/q'^ + 2eQ cos 0* -f- e^ = 2«^. 

Diese Gleichung geht durch die Abbildung z = J^Z, die auf 
den alten Nullpunkt zu bezielien ist, wieder über in die Gleichung 
der Geraden, jedoch in den verlangten lemniscatischen Coordinaten, 
so dass die Form ist 

p . Pi oosfß' + d'i) + e + Yp^ . p^^ + 2pp~e~Go^^ + ^) +e"=^2a^. 



184 Neuntes Capitel. 



^ m 

m 



Auch die Abbildung z = j/Z «== Z ** bietet nichts wesentlich 
Neues. Der Sector geht über in den Sector , die w-fache 

Ebene wird in die m-fache verwandelt. Ist — > 1 , so wird die Umgebung 

des Nullpunktes unendlichfach vergrössert^ die des unendlichen Punktes 
unendlichfach verkleinert dargestellt. Für — < 1 istfs umgekehrt. 

Lemniscaten und Hyperbeln m*®' Ordnung mit den Brennpunkten 

j/cT^ bi gehen in solche w*®' Ordnung mit den Brennpunkten 

j/a -{- bi über, Kreise und Gerade hingegen in Lemniscaten und 

Hyperbeln — *®' Ordnung, deren Polargleichungen von den früheren 

nur darin differiren, dass — an Stelle von n zu setzen ist. Die 

n Brennpunkte liegen dabei in m Blättern. Die Focaleigenschaften 
fallen selbstverständlich bei den letzteren Curven fort. Die Ver- 
wandtschaft lässt sich aber trotzdem vollständig durchführen, da die 
Helationen des Systems m'*'' Ordnung in die des Systems n*^ Ord- 
nung übergehen. 

Anders ist dies bei der Abbildung z == j/Z mit irrationalem 
Exponenten, da in diesem Falle die Anzahl der Brennpunkte un- 
endlich gross wird. Die Einfachheit der üebertragung der Entfer- 
nung r = c in die lemniscatische Entfernung Pi . |>2 • • • f« = ^i 
ebenso die des Winkels d' = y in die Relation -9*1 + -9*2 + "- ^n = y 
hört hier auf. Demnach stösst die Uebersetzung der Sätze der 
Geometrie des Masses in diesem Falle auf Schwierigkeiten des Aus- 
drucks, während zahlreiche Sätze der Geometrie der Lage leichter 
übertragen werden können. 

Auf die Betrachtung imaginärer Wurzelexponenten soll hier 
verzichtet werden, da, wie schon in § 6 und 7 bemerkt wurde, die 
genauere Kenntniss der später zu behandelnden transscendenten 
Abbildung Z = e* dazu erforderlich ist. 

Die vollständige Durchführbarlceit der Verwandtschaft 



x + yi = yx+ Yi 
ist also vorläufig nachgewiesen für jedes reelle und rationale n. 
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§ 76. Folgerungen fUr die Theorie der allgemeinen 

Kegelfläche. 

Die Geometrie der allgemeinen Kegelfläche gründete sich bis- 
her auf das Coordinatensystem der Geraden durch die Spitze und 
ihre Orihogonalschaar, dessen Abwickelung in die Ebene auf Gerade 
und concentrische Kreise führt. Von den übrigen Isothermen- 
schaaren hatten nur noch die isogonalen Trajectorien jener Linien^ 
die sich zu logarithmiachen Spiraleu abwickeln, Beachtung gefundeu. 

So beschränkte sieb auch die Abbildung der Ebene und Kugelfläche 
auf die Oberfläche des Kegels, welche J. H. Lambert in den 

^Anmerkungen und Zusätzen zur Entwerfung der Erd- und Him- 
melskarten^ im 3. Theile der „Beiträge zum Gebrauche uud der 
Anwendung der Mathematik^ (1772) gab, auf den Specialfall, wo 
die orthogonalen Kreisschaaren der Kugel dem obengenannten System 
entsprechen. 

Die allgemeine Abbildung von Ebene und Kugel auf den 
Kegel ist zwar nichts Neues, jedoch sind die geometrischen Con- 
sequenzen noch nicht gezogen und die der Abbildung entspringen- 
den isothermischen Goordinaten Systeme noch nicht behandelt worden. 

Von einem gewissen Abschlüsse der Geometrie einer Fläche 
kann offenbar nur dann die Bede sein, wenn die Grundpunkte der 
verschiedenen Coordinatensysteme von der Bedingung einer spe- 
ciellen Lage befreit sind, wie dies z. B. für die Kugelfläche der 
Fall ist, auf der man den Schnittpunkten der Kreisbüschel oder 
zwei Brennpunkten eines Systems sphärischer Kegelschnitte beliebige 
Lagen geben kann. Für das dreiaxige Ellipsoid ist man (bei dem 
System der Krümmungslinien) auf die Nabelpunkte als Fundamen- 
talpunkte des Coordinatensystems beschränkt, bei dem Kegel musste 
eben die Spitze zum Ausgangspunkte genommen werden. 

Die kürzesten Linien auf der Kegelfläche, deren Abwickelung 
Gerade giebt, sind zum Coordinatensystem, besonders zum isother- 
mischen, für den einschichtigen Kegel unbrauchbar, da sie sich 
selbst schneiden. Dasselbe gilt von den Curven, die sich in der 
Abwickelung als Kreise darstellen. 

Aus den oben gegebenen Sätzen aber kann man die Verall- 
gemeinerung der Geometrie der Kegelfläche leicht ableiten. 

Der einschichtige Kegel lässt sich zum Sector abwickeln, 

wo n reell und > 1 ist. Auf diesen Sector kann man die ganze 

Ebene mittels der- Abbildung ;8? = j/Z conform übertragen, wobei 
Gerade durch einen beliebigen Punkt a -^ bi in Hyperbeln n*®' Ord- 
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nung durch den Sectorpunkt ya + 6i, Kreise um a -]- bi in con- 

focale Lemniscaten w*®' Ordnung um den Punkt ya + 6i über- 
gehen, während der Nullpunkt und der unendliche Punkt der Ebene 
dem Mittelpunkte und unendlichen Punkte des Sectors entsprechen. 
Man kann nun den Sector in einen Kegel verwandeln oder, um bei 
der Riemann 'sehen Vorstellungsweise zu bleiben, man kann die 
;?-Ebene so zum Kegel mit dem Nullpunkte als Spitze zusammen- 
rollen, dass jeder Sector eine Schicht des Kegels giebt. Dann fallen 
die Zeichnungen der einzelnen Sectoren, d. h. die verschiedenen 
Arme der Lemniscaten und Hyperbeln w*®*^ Ordnung genau auf ein- 
ander , so dass geometrisch jede der Curven aus einem einzigen 
Zuge mit nur einem Brennpunkte besteht. 

Beiläufig sei bemerkt; dass die scheinbare Wichtigkeit des Null- 
punktes der ^-Ebene, der vorher als Mittelpunkt des Polygons der 
Brennpunkte auftrat und die Isothermenschaaren zu specialisiren 
schien ; hier vollständig aufgehoben ist. Die Spitze des Kegels be- 
hält nur die in der Natur desselben begründete Sonderstellung^ dass 
er jeder die erstere durchschneidenden Curve dort einen Eckpunkt 
giebt, wodurch die Aehnlichkeit in den kleinsten Theilen mit der 
Originalebene gestört erscheint, und wobei zugleich das Yergrösse- 
rungsverhältniss gegen letztere unendlich gross wird. 

Behält man nun für die in Bede stehenden Kegelcurven die 
Namen Hyperbeln und Lemniscaten w*®*" Ordnung bei — wobei dar- 
auf zu achten ist, dass für den Fall n = 2 die gewöhnlichen ebenen 
Hyperbeln mit den vorliegenden nicht verwechselt werden dürfen — , 
so lässt sich im Allgemeinen jeder Satz der ebenen Geometrie der Lage 
auf die Kegelfläche übertragen. Die Uebertragung von Maassrela- 
tionen mittels der Focaleigenschaften der Lemniscaten und Hyperbeln 
n*^'' Ordnung ist aber auf den Fall zu beschränken, wo n eine ganze 
Zahl ist. 

In diesem Falle erhalten die Kegelcurven folgende Bedeutung: 
Man verbinde einen beliebigen festen Punkt des Kegels mit einem 
beweglichen Punkte desselben durch n kürzeste Linien {von denen die 
eine die Spitze nicht umschlingt, während die anderen es ein, zwei, 
resp, mehrere Male thun). Soll dann der zweite Punkt sich so be- 
wegen, dass das Product der kürzesten Linien canstant bleibt, so ist 
sein geometrischer Ort eine Curve, die sich, in die Ebene abgewickelt, 
als Lemniscate n*^ Ordnung darstellt. Soll hingegen die Summe der 
Bichtungswinkel der kürzesten Linien, gegen eine beliebige Tangente 
durch den ersten Punkt gemessen, constant bleiben, so entsteht eine 
Hyperbel n*^'' Ordnung. 
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In ähulicher Weise lassen sich die übrigen Focalsätze übertragen. 

Eine Vorstellung von den verschiedenen Coordinatensystemen 
des Kegels für jedes reelle n erhält man z. B., wenn man die zu 
Capitel VI gehörigen Figuren durch einen den Nullpunkt treffenden 
geradlinigen Schnitt halbirt und eine Hälfte zum Kegel zusammen- 
rollt. In derselben Weise, wie dort, wird jeder Kegel durch solche 
Curvenschaaren in kleine ^^Quadrate'' eingetheilt. Von Fig. 48 wäre 
der dritte y von Fig. 47 der vierte Theil zu nehmen. 

Das allgemeinste der hier zu behandelnden Systeme ist das 
Lemniscatenbüsehel ii'*^'" Ordnung durch zwei beliebige Punkte der 
Kegelfläche. Man erhält dieses und die orthogonale Lemniscaten- 
schaar, indem man z. B. den Globus mit detn Netze der geographi- 
schen Linien so auf dem Kegel conform und eindeutig abbildet, dass 
die Pole zwei beliebigen Punkten der Kegelfläche entsprechen. 

Ist der eine dieser Punkte der unendliche, so ensteht das System 
der Hyperbeln w'*«^ Ordnung durch einen beliebigen Punkt der Kegel - 
fläche und die OrthogonaUchaar confocaler Lemniscateu. Fällt der 
Punkt hingegen in die Spitze, so erhält man das Büschel der 
Schleifenlemniscaten. 

Liegt ein Punkt in der Spitze, einer im Unendlichen, so ent- 
steht das System der Geraden durch die Spitze und die Orthogonal- 
schaar, deren Abwickelung auf Kreise führt. Dieser Fall giebt die 
gewöhnliche Uebertragung. 

Eine besondere Betrachtung verdient ein anderer Fall, wo beide 
Büschelpunkte im Unendlichen liegen und wobei man die beiden 
Orthogonalschaaren von Hyperbeln n^""^ Ordnung erhält. Durch diese 
Abbildung erhält man gleichzeitig die Uebertragung der Mercator- 
Karte auf den Kegel, Die Kugelfläche wird aber hier unendlich oft 
und zwar periodisch auf der Kegelfiäche abgebildet, so dass es sich 
nm eine andere Function handelt. Diese Function, welche die stereo- 
graphische Projection des Ptolemäus mit dem Nullpunkte als Pol 

unendlich oft auf die Ebene, dann auf den Sector --- derselben und 
den entsprechenden Kegel überträgt, ist 

e = JTig z. 

In der Nähe der Spitze erscheint das Ganze sehr verschoben, mit 
der Entfernung von der Spitze nähert sich aber die Darstellung 
mehr und mehr der des Mercator. Man vergl. hier das Capitel über 
die logarithmische Abbildung. In diesem Falle gehen übrigens die 
Loxodromen der Kugel in „Hyperbeln n*'<' Ordnung^ auf der Kegel- 
flache über. 
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Dass auch die Schaaren der Lemuiscaten 2w^«*", 3n^^^ Ordnung 
etc. auf der Kegelfläche als Isothermen zu betrachten sind, ist 

selbstverständlich. 

Unter gewissen physikalischen Voraussetzungen entspricht jedem 
isothermischen Probleme, welches für die Ebene gelöst ist^ ein solches 
auf dem Kegel. Es handelt sich dabei z. B. um einen stationären 
Wärmezustand, dem eine solche Fläche unter gegebenen Bedin- 
gungen zustrebt. Vorausgesetzt wird, dass die Wärme sich nur 
auf der Fläche selbst, nicht aber mittels Strahlung durch den Hohl- 
raum des Kegels verbreitet. 

Besonders instructiv ist folgendes Beispiel : Ein beliebiger Punkt 

der Kegelfläche werde auf constanter Temperatur gehalten^ der 

unendliche Bereich (oder statt dessen eine lemniscatische Curve n^^^ 
Ordnung, die den Punkt in oben besprochener Weise zum Brenn- 
punkt hat) auf einer andern constanten Temperatur. Welches sind 
Isothermen? Nach Obigem sind die isothermischen Curven die zu- 
gehörigen Lemniscaten w*®"" Ordnung. Die Curven, deren Abwicke- 
lung auf Kreise führt, spielen hierbei durchaus keine Bolle, da die 
Erwärmung rings um den Kegel wandert, was besonders in der 
Nähe der Spitze von Einfluss ist. Je kleiner die Ovale und je weiter 
sie von der Spitze entfernt sind, um so mehr ähneln sie Kreisen, 
sie degeueriren mit der Annäherung an die Spitze; ist dieselbe aber 
überschritten, so tritt die Annäherung an die Kreisgestalt wieder in 
wachsendem Grade ein. 

Wird ein Kegel längs der beiden Geraden eines Hauptschnittes 
auf constanter Temperatur erhalten , und geschieht dasselbe mit dem 
unendlichen Bereiche, so erledigt sich das Problem durch die Hyper- 
belschaar w'^** Ordnung. Weitere Beispiele lege der Leser sich selbst 
zurecht. 

Das Entsprechende gilt von den Problemen der stationären elek- 
trischen Strömung. Vielleicht lässt sich die schöne experimentelle 
Methode des Herrn Guäbhard auch auf die Eegelflächen ausdeh- 
nen, wodurch die Theorie der stationären Strömung auf krummen 
Oberflächen eine praktische Bestätigung finden würde. 

Sollen zwei Kegel von und eindeutig und conform so 

auf einander abgebildet werden, dass drei willkürlichen Punkten des 
einen drei willkürliche des andern entsprechen und der Innenraum 
der durch die drei ersten gelegten Lemniscate m*^*" Ordnung auf das 
Imzere oder Aeussere der durch die drei anderen gehenden Lemnis- 



§. 77. Die Kinematik des lemniscatisch-Yeränderlichen Systems etc. 189 

caten n*^ Ordnung übertragen wird (was von der Art des Umgangs 
der drei Punkte abhängt), so geschieht dies durch die Function 



VI 



Z"^ + b 



Z"'+ d 

Wie also die Kreisverwandtschaft alle eindeutigen conformen 
Uebertragungen von Kugel auf Kugel oder von Ebene auf Ebene ver- 
mitteU, so entspricht die lemniscatische Transformation 



'-J' 



« / ^rn 



aZ^+ b 
c'z^~+d 

aUen eindeutigen Verwandtschaften der Kegelflächen verschiedenen 
Sedorenwifücds unter einander. 

EHe lemniscatische Verwandtschaft ist aber in demselben Masse 
umfassender, als die Ereisverwandtschaft^ wie die genannte Function 

allgemeiner ist, als z = „ 7^ , • 

Wie die Sätze der Kreisverwandtschaft auf die eindeutige Ver- 
wandtschaft der Kegelfläche übertragen werden^ ergiebt sich aus 
Obigem. — 

Die gesammte ebene Geometrie ist schliesslich nur ein specieller 
Fall der behandelten Geometrie der Kegelfläche. 

§ 77. Die Kinematik des lemniscatisch-yeränderlichen 
Systems n'«"* Ordnung und der Kegelfläche. 

1) Die Bewegung eines Punktes der Z-Ebene auf beliebiger 
Curve mit der constanten Geschwindigkeit V = c verwandelt sich 

durch die Abbildung js = }/Z in die der entsprechenden Punkte der 
j^-Ebene resp. der Kegelfläche auf den entsprechenden Curvenarmen, 
deren Geschwindigkeit ist 

n n 

Hier ist — U"-^ der absolute Betrag des Difl^erentialquotienten der 

abbildenden Function^ r hingegen die Entfernung des abhängigen 
Ponktes vom Nullpunkte, resp. der Kegelspitze. Von dieser allein 
ist die Geschwindigkeit abhängig. 

Für n > 1 wächst sie mit der Annäherung an den Nullpunkt 
und ist in letzterem unendlich gross; nach dem unendlichen Be- 
reiche hin nähert sie sich hingegen der Null. Für n > 1 ist es um- 
gekehrt. 

Soll die Geschwindigkeit auch hier constant. sein, so muss r 
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constant sein^ beide sich entsprechende Bewegungen müssen also 
in einem Kreise um den Nullpunkt erfolgen. 

2) Ist die Bewegung des ersten Punktes gleichmässig beschleu- 
nigt, also V = gt, so ist die des abhängigen Punktes 

1 

n . n ' 

also von zwei Variabein abhängig. Soll auch die des letzteren 
Punktes gleichförmig, beschleunigt sein, so muss wiederum Kreis- 
bewegung um Null stattfinden. 

3) Multipiicirt man die allgemeine Geschwindigkeit V= -jr mit 

— iJ *» resp. — r*""", so erhält man ebenfalls die des abhängigen 

Punktes. 

4) Der Richtungsunterschied beider Bewegungen ergiebt sich, 
wie oben besprochen , aus der Abweichung des Diäteren tialquoiienten 
der abbildenden Function als (1 — n)<p. 

5) Bewegt sich der erste Punkt auf Gerader oder Kreis, so 
wandert der zweite nach Massgabe des oben Gesagten auf Hyperbel 
oder Lemniscate n^^^ Ordnung, und zwar bei constanter Geschwin- 
digkeit der ersteren so, dass in gleichen Zeiträumen correspondirende 
Bogen zurückgelegt werden. 

6) Ist z. B. die Bewegung des ersten Punktes eine geradlinige 
mit constanter Geschwindigkeit, so ändert sich seine Entfernung q 
von einem Punkte a -{- bi der Geraden gleichmässig. Für ganzes 
positives n folgt daraus, dass bei der entsprechenden Hyperbel- 
bewegung sich das Produc^ Pi'P2' 'P»' bezogen auf j/a-\-'bi, 
gleichmässig ändert. 

7) Geschieht die Bewegung des ersten Punktes auf einem Kreise 
mit constanter Geschwindigkeit, so ist die Abweichung d* des Kreis- 
radius einer gleichmässigen Aenderung unterworfen. Bei der ent- 
sprechenden Lemniscatenbewegung nimmt die Summe 

'ö'l -f- O'g + • • • + 'ö'n 

gleichmässig zu oder ab, sobald nur n ganz, positiv und reell ist. 
Aehnliches gilt von der gleichförmig beschleunigten Bewegung. 

8) Das Gesagte reicht hin, die Kinematik des Punktes in die 
lemniscatische Kinematik n*^^ Ordnung und in die der Kegelfläche 
zu übertragen. 

9) Das starre ebene Gebilde geht durch die Transformation 

= YZ in das lemniscatisch-veränderliche w***^ Ordnung über. Wäh- 
rend in ersterem .alle geradlinigen Entfernungen constant bleiben, 
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ist dies im andern nicht der Fall; sondern Hyperbeln n*^ Ordnung 
verbleiben Curven dieses Charakters, erleiden aber Gestaltsverän- 
demngen, bei denen jedoch die oben betrachteten Maasbeziehungen 
und ebenso alle Winkel erhalten bleiben. 

10) Wird die gesammte Z-Ebene geradlinig und parallel zu sich 
selbst yerschoben, so wandern entsprechend in der ^er-Ebene oder der 

QgQO 

Kegelfläche alle Punkte auf Hyperbeln w**^ Ordnung, und wie 

dort eine gewisse Parallelenschaar in sich selbst gleitet, so ge- 
schieht dies hier mit einer bestimmten Hyperbelschaar. Jede der 
anderen Hyperbeln degenerirt beim Passiren des Nullpunktes in 
n Gerade. 

11) Dreht sich die Z-Ebene um einen ihrer Punkte, so be- 
wegen sich die Punkte der abhängigen Fläche auf confocalen Lem- 
niscaten n*®^ Ordnung. Alle Curven dieser Art, ebenso die Hyper- 
beln n*®' Ordnung, behalten ihren Charakter bei, eine bestimmte 
Schaar confocaler Lemniscaten n*"*' Ordnung gleitet in sich selbst. 
Für n'^2 wird dadurch die bekannte optische Erscheinung an 
Salpeterkrystallen dargestellt. 

12) Eine gewisse Bewegung in der Z-Ebene wird durch die 
Wellen kreise versinn licht, die auf der Wasserfläche durch einen 
Steinwurf entstehen. Die entsprechende Bewegung in der j8f-Ebene 
ist derartig, dass jeder Punkt sich auf einer Hyperbel n^^ Ordnung 
bewegt und dass die orthogonalen confocalen Lemniscaten gesetz- 
mässig anschwellen. 

13) Combinirt man in der Z-Ebene constante Rotation und 
Anschwellen der Kreise nach dem Gesetz der geometrischen Reihe, 
so bewegt sich jeder Punkt auf logarithmischer Spirale, während 
in der jgr-Ebene isogonale Trajectorien von der Gleichung 

zurückgelegt werden, die gleichzeitig in sich selbst gleitende Cur- 
ven sind. 

Auch der Bewegungszustand des kreisverwandt-veränderlichen 
Systems ist leicht zu übertragen. Im üebrigen vergleiche man die 
Andeutungen, welche im Cap. VI und in § 7 der Abhandlung im 
21. Bande der Zeitschrift für Mathem. und Physik gegeben sind. 

§ 78. Litteratur. 

Verfasser behandelte die Abbildung = ]/~Z und die regulären 
Lemniscaten w*®' Ordnung im 83. Bande des CreUe'schen Journals, 
Durch ein Referat im Jahrbuch über die Fortschritte in der Mathe- 
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matih (1877) wurde er aufmerksam gemacht auf eine Arbeit von 
Darboux, ;7Sur une classe remarquable de courbes et de surfaces 
algebriques et sur la theorie des imaginaires^, Mem. de Bordeaux 
VIII und IX , über welche dasselbe Jahrbuch früher berichtet hat. 
Leider ist diese Schrift vergriffen, und nur der 8. Band |der Mem. 
de Bordeaux dem Verfasser zugänglich geworden, der das hierher 
Gehörige nicht enthält. Aus dem Referate aber konnte entnommen 
werden, dass die regulärea Lemniscaten w*®' Ordnung ein Specialfall 
der von Darboux behandelten Curven sind; auf die das nächste 
Capitel näher eingeht. 

Im 26. Bande der Zeitschrift für Mathem. und Physik gab der 
Verfasser die vorstehende eingehendere Behandlung. Während des 
Druckes dieses Werkes fand er eine interessante Notiz von Bar- 
uaba Tortolini ^Ueber einige algebraische Curven, von denen 
die Lemniscate ein specieller Fall ist^ im 6. Bande der Zeitschrift 
für Mathem. und Physik S. 209 über Curven von der Form r** = a« 
cos(nt«). Der Aufsatz ist entnommen den Annali di Matematica 
pura ed applicata, Nr. 3, S. 178. Er citirt Noten von Serret im 
7. und 8. Bande des Journals von Liouville, in denen unter 
Anderem gezeigt wird, dass für gerades n die Parameter dieser 
Curven durch Euler'sche Integrale zweiter Gattung oder durch 
die Function JT von Legendre ausgedrückt werden können. Auch 
analytische Untersuchungen von Fagnano in dessen Froducioni 
matematiche, Band 2, schediasma 1 u. S. 375 werden erwähnt. 

Eine imaginäre Schreibweise der Curven wird auf S. 212 der 
Tortolini'schen Notiz gegeben. 

Das vorliegende Capitel gestattet demnach in analytischer Rich- 
tung einen weiteren Ausbau. 

Physikalisches findet man in der bereits citirten Dissertation 
von Hildebrand und in den Abhandlungen von Gu^bhard in 
den Comptes Rendus 1881/82, im JElectricien von 1881/82 und in 
den Bulletins de la Sodete de Fhysique von 1882, die sämmtlich 
zahlreiche Litteraturnachweise enthalten. Die Arbeit von Haton 
de la Go upiliiere ist bereits im Texte genannt. 

Im 12. Bande der Zeitschrift für Mathem. und Physik giebt 
Lommel, wie nachträglich bemerkt sein mag, einen Abriss der 
Theorie der lemniscatischen Coordinaten 2*®^ Ordnung, der jedoch 
nicht auf der Methode des Imaginären beruht, also weniger hier- 
her gehört. 
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Zehntes Capitel. 

Die Abbildung mittels ganzer rationaler Functionen und 

■ 

ihrer Umkehrungen. 

§ 79. Allgemeines Aber die zugehörigen Biemann'schen 

Flächen. 

Die ganze rationale Function w*®"* Grades ist von der Form 

Hier ist der Factor des ersten Gliedes gleich der Einheit gesetzt, 
was der Allgemeinheit der Untersuchung nicht schadet, da die 
MaltipUcation der Function mit einem Factor Uq nur Vergrösserung 
und Drehung bedeutet. Die Factoren a werden als complex an- 
genommen. 

Die Exponenten sind ganze Zahlen, also kann der eine Werth 
von Z, der zu einem gegebenen gehört, mit elementaren Hilfs- 
mitteln nach § 4 construirt werden. Man darf demnach die ^-l&hene 
als einschichtig annehmen, was bei jeder einwerthigen Function ge- 
stattet ist. 

Dagegen ist es im Allgemeinen nicht möglich, die umgekehrte 
Function 

2) z^fp{Z) 

explicite darzustelleu, und ebensowenig lässt sich zu jedem Werthe 
von Z das zugehörige z elementar construiren, 

Setzt man den Fundamentalsatz der Algebra und seine Fol- 
gerungen als bekannt voraus, so weiss man, dass zu jedem Werthe 
von Z im Allgemeinen n Werthe von z gehören. Um Eindeutig- 
keit zu erzielen, muss man sich also nach Riemann die Z-Ebene 
als aus n Blättern bestehend denken. 

Um den Zusammenhang derselben zu untersuchen, betrachte 
man den Differentialquotienten 

3) Z' = nz""-^ + ai(w — \)z^^^ _|- . . . -|- a«-!, 

der für n ^ 1 Werthe verschwindet. Da der 2*® Differential quo- 
tient im Allgemeinen nicht an denselben Stellen verschwindet, hat 
man im Allgemeinen (nach § 40) mit w — 1 Windungspunkten 1*®' 
Ordnung im Endlichen zu thun, von denen im speciellen Falle 2 zu 
einem Windungspunkte 2*®* Ordnung, m zu einem solchen m*®' Ord- 
nung zusammenfallen können, was eben mit dem Verschwinden 
der m ersten Differentialquotienten an derselben Stelle zusammen- 
hängen würde. 

Holam aller, isogonale Verwandtschaften. 13 
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Im Allgemeinen hängen also die w Blätter zu je zweien in 
{n — 1) endlichen Punkten zusammen. 

Das Verhalten des unendlichen Punktes muss besonders unter- 
sucht werden. Die unendlichen Bereiche beider Ebenen entsprechen 
sich gegenseitig. Z' ist filrjg = <x> gleichfalls unendlich gross , so 
dass eine Singularität stattfinden muss. Welcher Art ist dieselbe? 
Man kann in Gleichung 1) so gross annehmen , dass das erste 
Glied über alle anderen dominirt^ so dass mit zunehmendem der 
Charakter der Function sich dem der Function 

mehr und mehr nähert. (Man erkennt dies bei der Schreibweise 

r d- flu ~\ 

Z = ;e'*l-f-y+li+ • • ••) Daraus folgt, dass der unendliche 

Punkt ebenso, wie bei letzterer, ein Windungspunkt (n — l)*«' Ord- 
nung ist. In ihm hängen also alle >^-Blätter zusammen, und in 
ihm müssen sich die w — 1 Verzweigungsschnitte treffen, die von 
den n — 1 endlichen Windungspunkten ausgehen. Eine andere 
Anordnung ist nicht denkbar. In Fig. 49 ist dieselbe für den Fall 
der Function 3^®° Grades dargestellt. Man kann aus der Zeichnuug 
selbst Weiteres ablesen. 

Die Wichtigkeit des Gegenstandes veranlasst uns aber, von 
der Eenntniss des Fundamentalsatzes abzusehen und die Riemann- 
sehe Fläche successiv aufzubauen, indem wir von der Function 
— a ausgehen, dieselbe mit multipliciren, dann zu 0(0 — d) ein 
Absolutglied hinzufügen, wodurch eine Function von der Form 
i^^ — a,i8^ + a2 entsteht. Diese wird wieder mit multiplicirt, ein 
neues Absolutglied beigefügt und so allmählich die Function w*®" 
Grades gebildet und stets der Schluss von n auf w + 1 angewendet. 
Dadurch wird das obige Resultat in voller Klarheit bewiesen und 
gleichzeitig ein geometrischer Kommentar zu dem Fundamental- 
satze der Algebra gegeben. Einige Weitläufigkeit ist dabei unver- 
meidlich. 

§. 80. Successiver Aufbau der Biemann'schen Fläche. 

1) Die Function 0(0 — d). 

Wir betrachten drei Ebenen, die des Arguments 

= r(cos 9? + i sin g?), 
die der Function 

— a = g = p(cos d* + i sin 0"), 

die der Function 

0(0 — a) = 0-^=^Z=R (cos <P + i sin 0) . 
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Sämmtliche sind conform aufeinander bezogen ^ und zwar stehen 
die beiden ersten in der Verwandtschaft der Congruenz, beide zur 
dritten in lemniscatischer Verwandtschaft. In Fig. 50 a, ß, y sind 
sie schematisch dargestellt. Um den Punkt Z, der dritten Ebene 
zu finden, der zu einem gegebenen Punkte ^^ der ersten gehört, 
hat man die zusammengehörigen complexen Strecken e^ und q)^=0^ — a 
der beiden ersten Ebenen zu multipliciren. Es ist also 

JB(cos O -\-' isin O) = r ' Q [cos(g? + '&•) + i sin(g? + '^)]- 

Endlichen Punkten der ersten Ebene entsprechen endliehe der 
zweiten, folglich auch endliche der dritten. Die unendlichen Be- 
reiche der drei Ebenen entsprechen gleichfalls einander. 

In Fig. 50 a sei ^ der Nullpunkt, B der Punkt == a. Beiden 
entsprechen in der g-Ebene die gleichnamigen Punkte, nur ist jetzt 
B der Nullpunkt, A der Punkt — a. In der Z-Ebene fallen die 
beiden entsprechenden Punkte im Nullpunkte zusammen, da, r , q 
sowohl für r = 0, als auch für q = verschwindet. 

Ein grösserer Ereis um A in 0, der B umschliesst, entspricht 
einem solchen in £, der um A geht und B umschliesst. Wanderung 
von bis 27t auf dem ersteren geht über in einen Umgang auf 
dem zweiten, zu dem von dem excentrisch liegenden Nullpunkte B 
aus gerechnet die ungleichmässig wachsenden Winkel von ß bis 
ß + 2ä gehören, wo ß leicht aus a und r zu bestimmen ist. Durch 
Multiplication beider Winkelgrössen folgt, dass der zugehörige Weg 
in der Z-Ebene von + ß bis 27t + {ß + 2n) = ß + 4jt geht, 
d. h. es wird ein doppelter Umgang gemacht, der Weg umgiebt 
also einen Windungspunkt 1*®' Ordnung. Nach § 57 ist dieser 
Weg ein cardioidischer und zwar ein mit einer Schleife versehener. 

Da der DiflFerentialquotient von 0(0 — a), also der Ausdruck 
20 — a nur für einen Werth von verschwindet, nämlich für 

jE?=— , SO folgt, dass jener Windungspunkt an der Stelle 

liegt, also nicht etwa, wie es scheinen möchte, im Nullpunkte. Die 
Strecke AB in der 0- und J;-Ebene wird also durch den dem Ver- 
zweigunspunkte entsprechenden Punkt halbirt. In der Z-Ebene 
ist nun von V aus der Verzweigungsschnitt beliebig — nur sich 
selbst nicht schneidend — nach dem unendlichen Bereiche zu ziehen. 
Längs desselben gehen beide Blätter in einander über. Im Ver- 
zweigungspunkte und im unendlichen Punkte hängen sie vollstän- 
dig zusammen. 

13* 
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Um die Richtigkeit dieser Anordnung zu prüfen^ betrachte nian 
einen kleinen Kreis der ;?-Ebene um den Punkt J., der V und B 
ausschliesst. Ihm entspricht ein kleiner Ereis um ^ in g, der gleich- 
falls V und B, den Nullpunkt, ausschliesst. Wandert der Punkt 
der ^-Ebene auf dem ersten Kreise von bis 2:7r, so geschieht ein 
Umgang um A in der zweiten Ebene, was aber von B aus be- 
trachtet nicht .einen Umgang, sondern nur eine unter 180® blei- 
bende Schwankung der Abweichung g? zwischen zwei Winkeln ß 
und /3 + y (zwischen den Tangentenlagen) giebt. Die Addition der 
entsprechenden Winkel giebt nun in der Z-Ebene nicht mehr einen 
doppelten Umgang um den Nullpunkt, sondern nur einen einfachen 
auf einer cardioidischen Curve ohne Schleife. Der Grenzkreis, d. h. 
der durch F gehende, giebt die Cardioide mit Rückkehrpunkten. 

Ganz ebenso verhält es sich mit kleinen Kreisen um B, denn 
A und B sind durchaus gleichberechtigt, da, • i==> ^ > ist. 

Der Weg in der jgf-Ebene Hess r constant, während g) variirte. 
Jetzt lasse man g) constant und variire r von bis cx>. Dann 
variirt in der J-Ebene q von — a bis oo. Der entsprechende Weg 
in der Z-Ebene ist aber ein parabolischer mit V als Brennpunkt, 
und zwar, wenn V passirt werden sollte, mit V als Rückkehr- 
punkt, so dass in diesem Specialfalle der Nullpunkt zweimal pas- 
sirt wird, wobei übrigens die Parabel zur Geraden degenerirt. 

Wesentlich ist, dass r . q alle Werthe von bis unendlich 
mindestens einmal annimmt. Das Strahlenbüschel durch A in der 
jET-Ebene, welches die letztere stetig erfüllt, geht also über in ein 
parabolisches Büschel der Z-Ebene, welches beide Schichten der- 
selben stetig erfüllt. — In Figur 50 y ist eine beliebige Gerade 
durch V als Verzweigungsschnitt angenommen, dem in den beiden 
andern Ebenen unbegrenzte Gerade entsprechen. Der schattirte 
Theil der letzteren Ebene mag dem oberen, der Rest dem unteren 
Theile der Z-Ebene entsprechen. 

2) Die Function Z = z'^ — aj je? + ag . 

Durch die Zufügung von a^ tritt nur eine Verschiebung der 
früheren Z-Ebene ein. Sie bleibt also zweiblättrig im vorigen Sinne. 

Z' wird hier Null für je? = — 4^, so dass Z = a^ — ^ den ein- 

zigen endlichen Windungspunkt darstellt, in dem die Verdoppelung 
der Winkel vor sich geht. 

3) Die Function - i = zisf^ — ö^i^ + ^2)- 

Wiederum sind die drei Ebenen z, £ und Z (Fig. 51 a, /5, y) 
zu betrachten, nur ist die zweite derselben jetzt zweib^ttrig mit 
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n. t 

7= aj ^ als Windungspunkt im Endlichen^ mit A=^a^ als 

dem dem Nullpunkte von z entsprechenden Punkte, während ihrem 
Nullpunkte jß in jet die beiden Punkte 

5, resp. 5, = f ± /^' + a, 

entsprechen. 

Zunächst werde in z ein Ereis um den Nullpunkt betrachtet, 
der jß| und H^y also auch das zwischen ihnen liegende V um> 
schliesst/ Ihm entspricht in % eine Curve mit doppeltem Umlauf 
(cardioidische CUrve mit Schleife); so dass dem Umgange von 
bis 2^ in i? hier ein Umgang der Abweichung ^ von irgend einem 
Werthe /öl bis /3 + ^jt entspricht. Durch Multiplication der ent- 
sprechenden Strecken beider Ebenen ^ also durch Addition der Ab- 
weichungen, erhält man in Z einen Umgang von -f- /^ bis 27r 
4-(/9 + 4:7r) = j3 + 6^; also einen dreifachen Umgang. Ausser- 
halb einer gewissen Grenzcurve ist also die Z-Ebene dreiblättrig. 
Aus Z' = Zz^ — 2a^8 -{- a2 = ergeben sich als Verzweigungs- 
punkte im Endlichen diejenigen, welche den beiden Punkten 



F.resp.F, = f + /f-f 



der ;E!-Ebene entsprechen. Zu diesen gehören in der g-Ebene die 
beiden Punkte 



+ 



/f-f[f±/¥-f]' 



WO die oberen und ebenso die unteren Vorzeichen zusammen ge- 
hören; so dass endlich die beiden Verzweigungspunkte der Z- Ebene 
die innerhalb der geschlossenen Curve liegen; durch 

Y, resp. F, = + /f^f [|i + /f3|]^ 

dargestellt werden. Jeder derselben ist nach § 40 ein Windungs- 
punkt l*** Ordnung, da der zweite Diflferentialquotient Z" = 60 — 2ai 
nicht an derselben Stelle verschwindet. Da Discontinuitäten nir- 
gends vorkommen und die Gonformität nur in diesen beiden end- 
lichen Punkten gestört ist, so muss angenommen werden, dass 
die Z-Ebene überall dreiblättrig ist; und dass Zusammenhang zwi- 
schen je zwei Blättern im endlichen Bereiche der Z-Ebene nur in 
den Punkten F, und Fj stattfinden kann. Von dort aus sind die 
Yerzweigungsschnitte nach dem unendlichen Punkte zu legen ; wo 
alle drei Blätter zusammenhängen^ wo also ein Windungspunkt 
2**' Ordnung zu denken ist. 
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Fig. 49 stellt diese Anordnung der Z-Ebene möglichsi an- 
schaulich dar und enthebt uns weiterer Erläuterungen. 

Die Richtigkeit unserer Auffassung kann auf mannichfache 
Weise geprüft werden. Man wandere z. B. auf sehr kleinem Kreise^ 
der ^1, F und B^ ausschliesst, um den Punkt A^ der jsr-Ebene 
(Fig. 51). Dies giebt in der jer-Ebene eine angenäherte Kreiswan- 
derung um den Punkt- J.^ des einen Blattes, welche, wenn der be- 
liebig verlaufende Schnitt nicht gerade durch A^ geführt wird, nur 
ein Blatt der Ebene in Anspruch nimmt. Da dieser kleine Ereis 
den Nullpunkt tiicht umschliesst oder erreicht, so macht die Ab- 
weichung d' des Arguments g während jener Wanderung nur eine 
Schwankung innerhalb des Winkels zwischen den beiden Tangen- 
ten, die sich vom Nullpunkte aus an den kleinen Kreis legen lassen. 
Die Multiplication beider Argumente giebt also in der Z-Ebene 
einen Weg, der nur einen Umgang um den Punkt A^ macht, also 
nur ein Blatt in Anspruch nimmt. 

Aehnlich ist es mit kleinen Kreisen um jß| oder B^ in der 
i^-Ebene, welche die übrigen genannten Punkte ausschliessen und 
den Yerzweigungsschnitt nicht treffen. 

Man betrachte dagegen eine einfach um A^ und B^ laufende 
geschlossene Curve der jgf-Ebene, welche B2 und V ausschliesst und 
den ;, Schnitt'' nicht überschreitet. Dies giebt eine einblättrige 
Curve in g, welche A^ und B^ umschliesst. Das Multipliciren der 
entsprechenden Punkte giebt jetzt, da um den Nullpunkt der £- 
Ebene gleichfalls ein Umgang gemacht wird, in der ^-Ebene einen 
Doppelumlauf um A^ und B^^ bei dem also nur einer der Punkte 
F, und F2 eingeschlossen wird. 

[Vor einem naheliegenden Irrthume, der bei der gebräuchlichen 
Knappheit mathematischer Darstellungen begangen werden konnte, 
mag ausdrücklich gewarnt werden. Man könnte meinen, dass bei 
der Multiplication der beiden Ebenen der Verzweigungspunkt V 
der g-Ebene als solcher erhalten bleibe und nur ein neuer dazu 
trete. Dies ist im Allgemeinen nicht der Fall, so dass der ent- 
sprechende Punkt V der Z-Ebene nichts mit V^ und V^ au thun 
hat. Um dies zu prüfen, stelle man Z als Function von g dar. 
Dann ist 



also 
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Wo dieser Ausdruck verschwindet; da liegen die Punkte F, und 
Fj der g-Ebene. Wo er unendlich wird, da hat die g-Ebene einen 
Yerzweigungspunkt V im Gegensatz zur ^-Ebene^ die dort keinen 

solchen hat. Dies geschieht an der Stelle S = «2 i"; ^i® sofort 

ans der Betrachtung Ton 2) geschlossen werden konnte.] 

4) Durch Hinzufügung des Absolutgliedes erhält man die all- 
gemeine Function 3*®° Grades 

^ = jgf3 — a^gi^ + a,^z — «3, 

für welche die Riemann'sche Fläche nur eine Verschiebung erleidet. 

5) Man fahre nun in der angegebenen Weise fort, zu Func- 
tionen höheren Grades überzugehen , wobei man von der expliciten 
Berechnung der auftretenden kritischen Punkte ganz absehen darf. 
Für Z' ist dabei stets das zuletzt Absolvirte zu benutzen. Hat man 
sich dann für eine beliebige ganze Zahl n^ überzeugt ^ dass zu der 
entsprechenden Function n/^** Grades n^ Blätter nöthig sind, die 
sich nach allen Seiten ins Unendliche erstrecken, dass ferner im 
Allgemeinen; wie sich aus dem Differentialquotienten ergiebt, dessen 
iGrrad um 1 niedriger ist, im Endlichen n^ — 1 Verzweigungspunkte 
l*«* Ordnung vorhanden sind, während der unendhche Punkt ein 
solcher (n, — 1)*®' Ordnung ist, so kann man aus der vorzuneh- 
menden Multiplication der Function mit z^ wodurch eine Function 
(n, -f- !)*•" Grades entsteht, schliessen, dass die genannten Be- 
ziehungen sich auch von der Function (w, -j- 1)*°** Grades aus- 
sprechen lassen. Also: . 

Die ganze rationale Fundion w'*"» Grades breitet sich stetig über n 
unbegrenzte Blätter avs, sie nimmt jeden Werth n mal an, so auch den 
Werfh NuUy so dass n Wurzeln vorhanden sind, die im Allgemeinen 
verschiedene Werthe haben. Der unendliche Punkt ist Windungs- 
punM (n — l)'*^ Ordnung, im Endlichen befinden sich im Allgemei- 
nen (n — 1) Windungspunkte V^" Ordnung, von denen unter Um- 
ständen einige zusammenfallen können, um Windungspunkte entsprechend 
höherer Ordnung zu geben. Jeder dieser Punkte ist mit dem unend- 
lichen durch je einen Verzweigungsschnitt zu verbinden, längs dessen 
je zwei Blätter in einander übergehen. 

Nimmt man zu Verzweigungsschnitten in der Z-Ebene gerade 
Linien ; so entsprechen denselben in der jer- Ebene Gurven, deren 
Gleichung wir noch kennen lernen werden. Dieselben. passiren im 
Allgemeinen die den Verzweigungspunkten 1*®' Ordnung entsprechen- 
den Pnnkte, ohne dass Besonderes geschieht, nur so, dass dem -^ 360® 
in der^-Ebene hier ein solcher von 180® entspricht, jede Curve sich 
also vom kritischen Punkte aus nach beiden Seiten ins Unendliche er- 
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streckt. Durch alle solche Curven wird die jgf-Ebene in n Theile 
getheilt, deren jeder einem Blatte der Z-Ebene entspricht. 

Fig. 49 stellt diesen Zusammenhang für den Fall n = 3 dar, 
und zwar unter der Voraussetzung, dass die beiden Verzweigungs- 
punkte nicht zusammenfallen. Die Blätter I und 11 hängen in V^ , 
II und III in F2, I? II und III im unendlichen Punkte zusammen. 
Längs des Schnittes V^Coo durchkreuzen sich I und 11, längs 
F2D00 geschieht dasselbe mit II und III. Umkreist man V^ in 
Blatt I auf kleinem Kreise, so gelangt man ins zweite Blatt und 
nach doppeltem Umgange ins erste zurück. Umkreist man ebenso 
Fl in Blatt III, so bleibt man in III. Was bei Fj geschieht, lege 
sich der Leser selbst zurecht, ebenso was bei Umgängen erfolgt, 
die F^ und Fj gleichzeitig umschliessen. Die Umgänge letzterer 
Art, die durch sämmtliche Blätter führen, können als Umkreisungen 
des unendlichen Punktes aufgefasst werden, was besonders anschau- 
lich wird, wenn man die Ebene als grosse, im Unendlichen ge- 
schlossene Kugel betrachtet. Der unendliche Punkt stellt sich im 
vorliegenden Falle naturgemäss als Windungspunkt zweiter Ordnung 
dar. Die Pfeile in der Figur geben den Zusammenhang noch deufr; 
lieber an. Die unterbrochenen Linien befinden sich im zweiten, die 
punktirten im dritten Blatte. 

Legt man die beiden Schnitte in Z als eine Gerade durch F, 
und F2, so erhält man in der j8?-Ebene drei Curven, welche dieser 
ganzen Geraden entsprechen. Den Schnitten entsprechen die bei- 
den eintheilenden Curven durch den Doppelpunkt F, und den Dop- 
pelpunkt Fj. Die dritte Curve schneidet, da der Winkel 180® in 
den Windungspunkten hier in 90® übergeht, rechtwinklig durch die 
beiden ersten Curven und geht durch die Punkte F, V\ u/nd Fj V'^. 

Man kann von einer solchen Figur wichtige Sätze über die 
vorliegenden Functionen ohne Weiteres ablesen. Dies soll an Fig. 49 
für w = 3 geschehen, wobei stets die Verallgemeinerung leicht aus- 
zusprechen ist. Die dem Nullpunkte der Z-Ebene entsprechenden 
Punkte in sollen dabei WurzelpunTcte heissen. 

Hat die Function 3*®** Grades zwei gleiche Wurzeln, ist sie 
also von der Form {p — aY . (z — 6) , so fällt einer der Windungs- 
punkte in den Nullpunkt. Dann geht auch der eine Verzweigungs- 
schnitt von Null aus. Einfache Umkreisung des entsprechenden 
Wurzelpunktes der jer-Ebene auf kleinem Ereise giebt also einen 
doppelten Umlauf um den Nullpunkt der Z-Eb^ne, bei dem die 
reelle Axe zweimal auf der positiven, zweimal auf der negativen 
Seite durchschnitten wird. Setzt man also 

m = {_z-ay{z-h) = P+ Qi, 
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SO Terschwindet das Verhältniss -^ bei dieser Wanderung zweimal 

zwei mal. Hat demnach die Gleichung w*®** Grades m gleiche Wur- 
zeln, so ist im Nullpunkte ein Windungspunkt (m — 1)*®' Ordnung 
vorhanden. Einfache Umwanderung des entsprechenden Wurzel- 

pnnktes der jgr-Ebene lässt also das Verhältniss -p jetzt 2n mal ver- 
schwinden. Dies ist der bekannte Gauchy^sche Hilfssatz ^); dessen 
Beweis sich hier ganz 7on selbst ergiebt. 

Hat hingegen die Function 3*«° Grades drei gleiche Wurzeln, 
so fallen F^ und Fj zusammen nach dem Nullpunkte der Z-Ebene. 
Dabei muss auch f{z) 2 gleiche Wurzeln haben, denn die Win- 
dungspunkte ergeben sich aus /*'(;?) = 0. Umgekehrt aber folgt 
aus 2 gleichen Wurzeln von f'{z) nicht, dass auch f{ß) gleiche 
Wurzeln habe, denn das Zusammenfallen von V^ und Fj kann 
auch anderswo, als im Nullpunkte stattfinden. 

Man sieht aber sofort ein, dass, wenn f{^)y der Differential- 
quotieut der Function w*®° Grades, m gleiche Wurzeln hat, m Win- 
dungspunkte 1*®*^ Ordnung zu einem solchen m*®' Ordnung irgendwo 
zusammenfallen, so dass (m -f- 1) Blätter im Zusammenhange stehen. 
Dem Verzweigungsschnitte, längs dessen dieselben ineinander über- 
gehen, entsprechen dann in der jSf-Ebene m -\- 1 Curvenarme, die 

sich im entsprechenden Punkte unter Winkeln — ^—r Grad treflFen. 

Dies Alles steht im Einklänge mit § 40. 

Also: Das Nullwerden höherer Ordnung des DiflFerentialquo- 
tienten giebt Verzweigungspunkte höherer Ordnung. 

. Es können auch gruppenweise gleiche Wurzeln in f{0) vor- 
kommen. Dann hängen die Blätter der Z-Ebene im Nullpunkte 
gruppenweise zusammen, und zwar in jeder Gruppe so viel, als die 
Anzahl der übereinstimmenden Wurzelwerthe beträgt. 

Daraus, dass die Function w*®** Grades n Wurzeln hat, kann 
man auf ihre Zerlegbarkeit in n Factoren schliessen. Man kann 
zwar auch auf functionentheoretischem Wege auf die Identität 
zwischen 

z^ -f- a,;er»-^ -f- aj^e?*»-* + • • * + «n-i^ + «n 
und 

(0 — a,)(;gf — «2) • • • • (^ — «n) 

gelangen. Jedoch sei in dieser Hinsicht auf die gebräuchlichen 
Lehrbücher hingewiesen. 



♦) Vergl. z.B. Serret, Handbuch der Algebra, übersetzt von Wertheim, 
Bd. I, S. 96. 
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Setzt man die Zerlegbarkeit voraus ^ so kann man die obigen 
Betrachtungen wiederholen, indem man die Ebenen der Functionen 
(^ — a^), {z — «2)^ • • • • (^ — "») successive miteinander multi- 
plicirt. 

§ 81. Transformation der Ereisschaaren und Strahlenbüschel 
um resp. durch den Nullpunkt der ^-Ebene. 

Zwischen der Z-£bene und jer-Ebene bestehen wieder die Be- 
ziehungen 

1) Z = f{0) = ^ + a^^-^ + a^z^-^ -^ an-i^-^ + a«, 

oder 

2) X+ r*= JT[a; + yi — («,4-/8,«)], 

wo die Grössen «x + jäx^ die Wurzeln bedeuten. 
Die umgekehrte Function sei 

3) x + yi = (p(X+ Yt). 

Zunächst werde gefragt, welche Curven der ;sr-Ebene dem Strahlen- 
büschel durch den Nullpunkt der Z-Ebene nebst concentrischer 
Ereisschaar entsprechen. 

Die conjugirte Function zu 2) ist 

4) X - Fi = JJ [a; - yi - (a.- /?,»)]• 

x=: 1 

Durch Multiplication folgt aus 2) und 4) 



x = n 



5) X^+Y^=JJ[x + yi- («, + /?,»)] .[X -yi- (a,-/S,»)] 



X = l 

x = n 



= ]7 [(* - ««)' + (y - ß-y^ ■ 

x = l 

Jeder Factor des letzten Ausdrucks stellt das Quadrat des Badius- 
vectors p^ vom Wurzelpunkte «x + ßxi nach dem Punkte x '\- yi 
dar^ so dass man nach beiderseitiger Radicirung auch schreiben kann 

6) Ii=Pi •1>2H hi>»- 

Folglich: Dem Kreise R = c um den NuUpmikt der Z-Ebene 
entspricht die Curve Pj . P2 • • • Pn = c der z-Ehene^ deren Radix 
vectores von den Wwreelpunkten der abbildenden Fundion Z = f{z) 
ausgehen. 

In der Form 
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xsin 



X=:l 

oder 

x = n 

7*) 1 2 '8 [(^ - ««)* + (y - /»«)'] = c, 

x= 1 

genügt die linke Seite dieser Curvengleichung der Differential- 
gleichung A w = 0. 

Division der Gleichungen 2) und 4), Logarithmirung und Zu- 

Setzung des Factors — . führt auf die Gleichung 

''"'* aj + y» — (a» + ßx*) 



^^^ 2» ^ X— Yt 2t ^ 1 i X- yi — {a^-ß 

x = 1 * "^ 



X 



x = n 



oder nach der schon öfter angewandten Formel 



8*) arc tan ^ = ^ arc tan __ "" • 

x=l * 

Setzt man statt der Bogen einfach die Neigungswinkel der obigen 
ßadii vectores eiu; was ihrer Bedeutung entspricht, so findet man 
schliesslich 

9) @==^j 4.-9'2-| h'^n. 

Dem Strahlenbüschel = y durch den Nullpunkt der Z-Ebene ent- 
sprechen also in der z-Ehene Curven von der Form 

•^1 + ^2 + • * • + '^n = y, 

wobei die d' die Richtungswinkel der von. den Wurzelpunkten aus- 
gehenden Badii rectores sind. 

In der Form 

10) ^^rci^n'^^^Y, 

die sich nach 8) mit Hilfe des Imaginären auch logarithmisch 
schreiben lässt^ wodurch sie der nach 5) imaginär geschriebenen 
Gleichung für die Curven 7) ganz analog wird, genügt die linke 
Seite der Differentialgleichung Ati = 0. Die Curven 9) sind die 
Orthogonalschaar zu 6. 

Für den Fall n = 2 erhält man die Cassini-Curven oder Lem- 
niscaten p^ • 1>2 =- ^ ^^d die gleichseitigen Hyperbeln -Ö*! + '^2 =^ / • 
Es liegt also nahe^ auch hier von Lemniscaten und Hyperbeln n^^ 
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Ordnung zu reden, jedoch müssen sie wegen der beliebigen Lage 
der n ;, Brennpunkte'' als irreguläre bezeichnet werden.*) 

In beiden Ebenen entsprechen sich ganz allgemein die Curven 

( f{R, 0) = 

11) und 

WO f irgend eine Function — nicht etwa das besprochene f{0) — 
bedeutet. 

So geht z. B. die Gleichung der logarithmischen Spiralen 

über in 

Die isogonalen Trajedorien der isothermischen Schaar irregulärer 
Lemniscaten oder Hyperbeln w'^'* Ordnung folgen also dem Gesetz, 
dass die Winkelsumme arithmetisch wächst, sobald das Produkt der 
Badii vectores sich geometrisch ändert, 

Sie sind die Diagonalcurven des isothermischen RechtecksnetzeS; 
welches entsteht, wenn man den Parametern c und y der Gleich- 
ungen 7) und 10) Werthe giebt, die in der früher besprochenen 
Weise arithmetischen Reihen folgen. Ihre Eigenschaften lassen 
sich aus denen der logarithmischen Spirale ableiten. Hat die Func- 
tion Z = f{z) gruppenweise gleiche Wurzeln, ist z. B. 

13) f{3) = {z — a,)»"! {0 — «2)*^ . . . (^ — ««)"*», 

so gehen die Kreise JJ = c und die Geraden ® = y der Z-Ebene 
in folgende Curven über: 

14) ^l"»i . ^2''*' • • • Pn"''' = C, 

15) m^d'i + ^2*^2 + • • • + ^n^n = V- 

Es fallen nämlich jedesmal mehrere Radii vectores zu einem zu- 
sammen, und zwar q -{- l bei einem Windungspunkte g*®' Ordnung, 
in dem eben 2+1 Blätter zusammenhängen. 

Abgesehen von den Specialfällen, die durch das Zusammen- 
fallen der Wurzeln entstehen, ist demnach der Verlauf der beiden 
Curvengruppen aus Folgendem zu entnehmen. Ä^, Ä^ . , . An seien 
die Wurzelpunkte der ;8f-Ebene, die dem Nullpunkte Ä der Z-Ebene 
entsprechen, Fj, F2 . . . F„_-i seien die endlichen Windungspunkte 
der Z^Ebene, nach ihrer Entfernung voin Nullpunkte geordnet. 
Jedem derselben entsprechen in der ;8?-Ebene n Punkte Vx^^\ von 



*) Darboux, der in Bd. IX der Annalen von Bordeaux dieselben Cur- 
ven behandelt, bezeichnet sie als Cassioniden. 
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denen zwei zu einem Kreu0ungspunkte*) zusammenfallen, in dem die 
entsprechenden Winkel der Z-Ebene halbirt erscheinen. [Division 
des Winkels durch 3 findet beim Kreuzungspunkte 2*®' Ordnung 
statt, Division durch m + 1 beim Ereuzungspunkte m*®' Ordnung.] 
Einem verschwindend kleinen Kreise um den Punkt A der Z-Ebene 
entsprechen n kleine Kreise um die Wurzelpunkte der jer-Ebene. 
Man lasse den erstgenannten Kreis anschwellen, dann geschieht 
dasselbe mit den n Kreisen der jer-Ebene, nur haben dieselben das 
Streben, nach den Kreuzungspunkten hin sich zu Ovalen zuzu- 
spitzen. Passirt der Kreis der Z-Ebene den nächsten Yerzweigungs- 
punkt F], so vereinigen sich zwei der Ovale zu einem Linienzuge 
nach Art der gewöhnlichen Lemniscate. Die Schleife bildet in dem 
Ejreuzungspunkte, der V^ entspricht, Winkel von 90®. Wächst der 
erstgenannte Kreis weiter, so schwellen die restirenden n — 1 Cur- 
venarme an, bis sich beim Passiren von F^ wiederum ein Oval mit 
der bereits einen Kreuzungspunkt umschliessenden Curve vereinigt. 
So geht es weites, bis endlich alle Kreuzungspunkte umschlossen 
sind und der einfach geschlossene Linienzug sich mehr und mehr 
der Kreisgestalt nähert. In Figur 52 ist dies schematisch für den 
Fall n = 3 dargestellt. 

Das Verhalten der Hyperbeln n*®' Ordnung, die dem Strahlen- 
büschel durch Null entsprechen, ist folgendes: Da die unendlichen 
Bereiche sich ebenso, wie bei der Abbildung Z ^= 0^ entsprechen, 

so hat jede Hyperbel w*®' Ordnung 2n unter gleichen Winkeln — 

aufeinander folgende Asymptoten**). Im Allgemeinen hat die Curve 
n von einander getrennte Arme. Die Asymptoten eines jeden 

schliessen den Winkel — ein. Passirt aber die Gerade der Z-Ebene 

n 

einen Verzweigungspunkt, z. B. Fj, so trefifen zwei der n Curven- 

*) Der Name ist der während des Drucks erschienenen Schrift von 
Klein: „üeber Biemann^s Theorie der algebraischen Functionen und ihrer 
Integrale", Leipzig, 1882, entnommen. 

**) In Figur 52 ist angenommen, dass die Asymptoten sämmtlich durch 
einen Punkt, den Schwerpunkt der Punktgruppe, gehen. Diese Yermuthung 
finde ich während der Gorrectur bestätigt durch Einblick in einen Aufsatz 
von F. Lucas im Journal de l'ficole polytechnique, XL VI, 1879: „Geometrie 
des polynomes". Zu eingehender Erörterung fehlt hier der Kaum. Der Be- 
weis wird dadurch erledigt, dass die Gruppen von Wurzelpunkten, welche 
unserer Function f{e) und den Functionen lf{s) — X] entsprechen, sämmtlich 
gemeinschaftlichen Schwerpunkt haben, da in sämmtlichen Functionen dieser 
Art j5»— ' denselben Factor hat, folglich die „Suramen der Wurzelpunkte" 

X=ZH 

2j (^'^x+Px*) ^^ allen gleich sind. Verlegt man also den Coordinatenanfang 
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arme im entsprechenden Kreuzungspunkte zusammen, wo jeder eine 
Ecke von 90® erhält, so dass ein scheinbares Durchkreuzen unter 
90® stattfindet. [In Kreuzungspunkten höherer Ordnung treffen 
mehrere Arme unter entsprechend kleineren Winkeln zusammen.] 

Figur 52 veranschaulicht auch dieses Verhalten für n = 3. 
Es ist willkürlich angenommen, dass die Windungspunkte F, und 
Fj auf der reellen resp. imaginären Axe liegen, dass auch die Ver- 
zweigungsschnitte in den beiden Axen liegen und in positiver Rich- 
tung nach dem unendlichen Punkte gehen. Wie die iZ^-Ebene hier 
in Quadranten eingetheilt ist, so zerlegt sich die jsr-Ebene in Theile, 
deren asymptotische Grenzen unter 30® aufeinander folgen. V^ und 
Fj sind die Kreuzungspunkte der jer-Ebene, während F|^ und Fj^ 
die isolirt bleibenden Punkte (ohne weitere Bedeutung) sind, die 
auch den Punkten F, und Fj der Z-Ebene entsprechen. Aus den 
gleichnamigen Buchstaben ergeben sich die wesentlichen Beziehungen 
beider Ebenen. Die Curve JBj V2B2 grenzt den Theil ab, der etwa 
dem obersten Blatte entspricht, die Curve Dj ^i ^3 grenzt den dem 
dritten Blatte entsprechenden Raum ab. Der Rest zwischen beiden 
verbleibt dem Mittelblatte. Der dem obersten Blatte entsprechende 
Theil ist vertical schraffirt, der dem untersten entsprechende hori- 
zontal, der Mitteltheil ist unschraffirt geblieben. 

In ähnlicher Weise kann man bei jeder Function n*^^ Grades 
diese Hyperbeln w*®' Ordnung zur Festlegung der Verzweigungs- 
schnitte benutzen. Nur wenn auf derselben Geraden durch Null 
mehrere Verzweigungspunkte liegen, wendet man besser andere im 
nächsten Abschnitt zu besprechende Hyperbeln w*^*^ Ordnung an. 



nach diesem Schwerpunkte, so verschwindet für alle solche Fnnctionen der 
Factor von z^~\ also auch für alle Glieder (n — 1)'®° Grades in dem transfor- 

mirten Ausdrucke -— = tan a resp. — ^ ^ = tan cc , von denen der letztere 

X X — aj 

erst im nächsten Abschnitt behandelt wird. Daraus schliesst Lucas auf das 
Zusammentreffen der Asymptoten. Die Bemerkung ist jedenfalls von weiter- 
gehendem Interesse, da die Theorie des Schwerpunktes zu der Lehre von 
den algebraischen Gleichungen in eigenthümliche Beziehung gesetzt wird. Da 
die Asymptoten der einem Strahlenbüschel entsprechenden Curven eine regel- 
mässige sternförmige Anordnung erhalten, bezeichnet sie Lucas als ^ßtettoi- 
den^\ Unsere Figur enthält die von Lucas gegebenen als Specialfälle. In 
den Comptes Rendus vom 27. März 18S2, in den Bulletins de la Sociät^ de 
Physique page 298, und im Journal de Physique von 1882 sind die Lucas*- 
schen Special figuren von Guebhard reproducirt. In Fig. 5 der Abhandlung 
in den Bulletins z. B. ist eine Symmetrieaxe angenommen, wodurch erreicht 
wird, dass das Vereinigen der drei Ovale zu einer Curve gleichzeitig statt- 
findet. — Wäre mir die Lucas'sche Arbeit früher bekannt gewesen, so würde 
ich dem Capitel X noch manche Bemerkung zugefügt haben. 
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.Die hier erörterten Curvensysteme haben nun folgende phy- 
sikalische Bedeutung: 

1) In eine unbegrenzte ebene Platte ströme in den Punkten 
(kleinen Kreisen) a,, a^, . , . an Elektricität ein, und zwar überall 
gleich stark y während sie im unendlichen Bereiche abgeleitet wird. 
Die Cnrven gleicher Spannung sind dann die irregulären Lemnis- 
caten n**' Ordnung 

die Strömungslinien hingegen sind die Curven 

•^1 + '^2 + • • • + '^n = y. 

2) Ist eine dieser Hyperbeln positive, eine andere negative 
Elektrode ; so sind die zwischenliegenden Hyperbeln Spannungs- 
curven, die Lemniscaten hingegen Stromlinien. Die Wurzelpunkte 
erhalten also die Bedeutung von Wirbelpunkten. 

3) Giebt die eine Punktelektrode m^ Stromeinheiten ab, die 2*® 
Wj, die 3*® f»3 etc., so sind die Spannungscurven von der Form 

^SP\^' 'P2^ • • .!>»'"'» = c, 
die Stromlinien von der Form 

m^^'^ + ^2'^2 + ' ' ' + ^n^n = y- 
Die Intensität der aus der Elektrode strömenden Elektricität hängt 
also zusammen mit der Ordnung des betreflfenden Windungspunktes 
und der Anzahl der im Nullpunkte zusammenhängenden Blätter. 
Man hat gewissermassen mehrfache elektrische ;, Belegungen^. 

4) Die Bollen beider Curvenschaaren vertauschen sich, wenn zwei 
der letztgenannten Curven entgegengesetzte Elektricitäten aussenden. 

5) Selbstverständlich kann man auch eine der Lemniscaten zur 
Einströmungselektrode, eine andere derselben Schaar zur Ablei- 
tungselektrode machen. 

Die entsprechenden Wärmeprobleme und hydrodynamischen 
Deutungen werden dem Leser überlassen. 

§ 82. Transformation beliebiger Ereisschaaren und 

Strafalenbfischel der Z-Ebene. 

Um zu sehen, in welche Curven die Kreisschaaren um einen 
Punkt a -\-li der Z- Ebene und die Strablenbüscbel durch den- 
selben übergehen, setze man, dem Obigen entsprechend, 

1) X + Fi - (a + li) = f{x + yi) — (a + hi), 
also auch 

2) X— Ti — (a — hi)^fix — yi) - (a — hi), 

und denke sich die rechten Seiten, die wiederum ganze rationale 
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Functionen n*®° Grades mit 1 als Factor der höchsten Potenz sind, 
in ihre n Factor en zerlegt. Sind nun die neuen Wurzeln der rech- 
ten Seite von Gleichung 1) durch Ax + f*«* dargestellt, also die von 
2) durch X^ — iixij und multiplicirt und dividirt man wie oben unter 
Zuordnung conjugirter Factoren, so erhält man, wenn nach der 
Division wieder die obigen Zusätze gemacht werden: 

3) jj2_(x-a)2 + (r~ by 

= JTJ C(^ — ^x)' + (y — i^xY] = (Pl 1>2 • • • PnY, 
x = l 

X+Yi— {a + bi) 



^^ ^ 2i ö x~ Yi- (a — 



(a — bi) 

= Z 2i^ga; —yf-a^-Z.-^^ = ^, + ^2 + • • • + ^n , 

wobei die Radii vectores von den neuen Wurzelpunkten Ax+f*xi 
ausgehen, die übrigens auch durch g?(a + 6i) definirt sind. Also: 

Den Kreisen B = c um einen Punkt a + 6i der Z-Ebene ent- 
sprecJien irreguläre Lemniscaten n^^^ Ordnung um die n dureh 
9?(a + bi) repräsentirten Punkte ^ den Geraden @ = y durch jene 
Punkte die irregulären Hyperbeln n^^ Ordnung durch die entspre- 
chende Punktgruppe. 

Die Gleichungen der beiden Curvenschaaren , die wiederum ortho- 
gonale Isothermensysteme sind, haben, wie oben^ die Form 

5) PiP2 p^=c, 

ihre isogonalen Trajectorien haben gleichfalls die obige Gleichung 

7) p^P2 , , ,pn= CX^» + ^«"* l"^n , 

und den Curven ^(jB0) = O der Z-Ebene, deren Polarcoordinaten 
sich auf einen beliebigen Punkt a -{- bi beziehen, gehen wieder 
über in Curven 

deren Radii vectores von den Punkten q>{a +.6i) oder den Wurzel- 
punkten von /'(x + yi) — (« + bi) ausgehen. 

Passiren Ereis oder Gerade einen Windungspunkt, so entstehen 
wieder die besprochenen Durchschnitte der Curvenarme in der 
;8f-Ebene, also für alle Curven dieser Art in denselben Punkten, [st 
der Kreis um einen Windungspunkt (m — 1)*®' Ordnung geschli^en, 
so tritt der Factor q^^ oder der Winkel md'x in Gleichung 5) resp. 

6) ein. Auch die übrigen Gestaltungs Verhältnisse sind ähnlich, wie 
vorher. 
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Nach diesen Bemerkungen lässt sich die gesammte Geometrie des 
Kreises y der Geraden y der prqjectivisclien Gebilde etc. in dieses neue 
Gebiet lemniscatischer Geometrie übertragen. 

Nur einige Beispiele seien angeführt.' 

Die Gleichungen — = c und g) — j^ = y^ deren Radii vectores 

von zwei Punkten a + 6i und a^ -{- b^i ausgehen, stellen zwei 
orthogonale Kreisschaaren dar, von denen die letztere durch die 
beiden Punkte geht. Folglich: 

Ist g)(Z) die Umkehrung einer ganzen rationalen Function 
f{x + y*) obiger Art, und sind q>(a + bi) und q>{a^ + &, ^) zwei 
Puf^ctgruppen der z-EbenCy so stellen die Gleichungen 

PiPt' - Pn 

' 10) (9>i + 9^2 H h 9^») — (%i + ^2 H h Xn) =- y 

zwei Orthogonalschaarcn irregulärer Lemniscaten n*^^ Ordnung dar, 
von denen die letztere Schaar durch beide Punktgruppen geht. 

Die Gleichung der zugehörigen isogonalen Trajectorien lautet: 

jj. PlPt"'Pn ^^^^(V, + <P^-^'" + iPn)~(Xi+X7'h'" + Xn). 

und ihre Eigenschaften folgen aus denen der isogonalen Trajectorien 
des Kreisbüschels. 

Die Gleichung der Geraden S = y durch den Punkt a -^ bi 
lässt sich für beliebige andere Punkte auf ihr in der Form @ = y 
schreiben. Folglich: Die Hyperbel n^^^ Ordnung 

"Ö*! + '^2 + • • • "1" '^»» = y 

durch die Punktgruppe q) (a -^ bi) hat in Bezug auf unendlich 
viele Punktgruppen q) (a, + b^ i), durch welche sie geht, dieselbe 
Gleichung. 

Die Gleichung eines Kreises kann in Bezug auf beliebig viele 
paarweise zusammengehörige Punkte in der Form — = c geschrie- 
ben werden, oder, wenn die Punktpaare in gleichem Abstände auf 
der Kreisperipherie gewählt werden, in der Form q) — X = y- Auch 
dies lässt sich in leicht auszusprechender Weise auf die irregulären 
Lemniscaten w**^ Ordnung übertragen. 

Specialfälle für die Curven 9, 10 und 11 treten ein, wenn 
Windungspunkte zu Ausgangspunkten der Radii vectores werden. 
Dann treten einzelne der letzteren in höheren Potenzen auf, wäh- 

Holsm aller, isogonale Verwandtschaften. 14 
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rend die Winkel (p resp. % mit der entsprechenden Zahl multipli- 
cirt erscheinen. 

Eine physikalische Deutung der Curven 9) und 10) ist folgende: 
Strömt in den n durch ip{a + 6*) definirten Punkten Elektricitat 
gleich stark in die unbegrenzte Platte ein^ und wird sie in dem 
durch (p (a^ + ^i *) gegebenen Punkten abgeleitet, so sind die Curven 
9) Spannungscurven, die Curven 10) Stromlinien. Strömt Elektri- 
citat durch eine der Curven 9) oder 10) ein , durch eine der Curven 
9) oder 10) ab, so stellen die zwischenliegenden Curven der einen 
Art die Linien gleichen Potentials dar, die der andern Art die 
Stromlinien. Auch je zwei der Curven 11) können als entgegen- 
gesetzte Elektroden verwendet werden. 

Die wichtigeren Eigenschaften dieser Curvenschaaren und die 
Uebertragungen der projectivischen Beziehungen kann man zum 
Theil direct aus den Betrachtungen des vorigen Capitels ablesen, 
nur treten an Stelle der regulären Polygone unregelmässige Figuren. 
Volle Willkür werden erst die Betrachtungen des folgenden Capitels 
geben. 

Bezeichnen übrigens f und f^ ganise rationale Functionen n*^ 
resp, m*^ Grades, q> und q)^ ihre ümkehrungen , so vermittelt die 
Function 

12) X + Fi = g>, [fix + yi)] 

eine mehrdeutige isogonale Verwandtschaft zweier Ebenen, bei welcher 
je n Funkte 9?(a + bi) der einen m Funkten tp^ (a + bi) der andern 
entsprechen, während jedes Büschel irregulärer Lemniscaten n*^ Ord- 
nung durch die erste Punktgruppe in ein solches m'*"* Ordnung durch 
die zweite Gruppe übergeht und auch die ortlwgonalen Lemniscaten- 
schaaren n*^^ und m*^ Ordnung einander entsprechen» 

Zahlreiche Sätze über diese allgemeinere isogonale Verwandt- 
schaft lassen sich aussprechen, sobald man eine Hilfsebene g es g -|- ^^ t 
den Abbildungen 

X + ri = 9)1 (I + rii) und a; + j/i = g? (| -|- r^i) 

unterwirft. 

Es bliebe noch die Frage übrig, in welche Curven die Kreis- 
schaaren und Strahlenbüschel der j^-Ebene bei der Abbildung ^ -= /"(jet) 
übergehen , sobald f{z) eine ganze rationale Function ist. Wie schon 
bemerkt, lässt sich diese Frage nur dann eingehend beantworten, 
wenn man im Stande ist, die umgekehrte Function jer s= ^ (^ ex- 
plicit darzustellen. In Folge dessen lässt sich nicht viel mehr All* 
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gemeines sagen ^ als in den Paragraphen 41 und 42 angegeben ist. 
Die anfkretenden Rückkehrpunkte aber, ebenso die dieselben um- 
gebenden Schleifen sind durch die Untersuchungen über die Win- 
dnngspunkte bereits klar gelegt. Die Fälle möglicher expliciter 
Darstellung führen auf Curvenschaareu , die einer vollständigen Be- 
handlung fähig sind und als irreguläre cardioidische Curvensysteme 
höherer Ordnung bezeichnet werden können. 

Kinematische Betrachtungen , Aufgaben über conforme Abbil- 
dung gewisser Flächenraume auf einander, Transformationen com- 
plicirterer physicalischer, z. B. electrodynamischer Probleme etc. 
könnten in derselben Weise, wie in den vorhergehenden Capiteln, 
angeknüpft werden. Wir überlassen die Behandlung solcher üebungs- 
l)eispiele dem Leser. 

§ 83. Litteratur. 

1) Den Gegenstand dieses Capitels behandelte der Verfasser in 
derselben Weise, wie hier, im Programm 1880 der Königl. Gewerbe- 
schule zu Hagen, dem auch die Zeichnung der allgemeinen drei- 
blättrigen Riemann'schen Fläche entnommen ist (Fig. 49). 

2) Die mehrfach citirten Abhandlungen von Hildebrandt und 
Guebhard geben einige SpecialföUe der betrachteten Curven- 
schaaren durch Zeichnungen wieder. 

3) Die hierher gehörigen Arbeiten von Lucas und Darboux 
sind bereits citirt. 

4) Die Methode des § 79 hängt zusammen mit der, welche 
Kinkelin in einem Aufsatze: „Neuer Beweis des Vorhandenseins 
complexer Wurzeln in einer algebraischen Gleichung'', Mathem. 
Annalen, I^ S. 502, anwendet 

5) Li letzterer Arbeit wird folgende Zusammenstellung der Litte- 
ratur über den Fundamentalsatz der Algebra gegeben : Erster Beweis 
von Gauss, 1799 (Werke, Bd. HI, S. 1), Cauchy (1821, Cours 
d'analyse, S. 331), 2^«^ und S*«»- Beweis von Gauss (1815 und 1816, 
Werke, HI, S. 31 und 57), Serret (Cours d'algebre superieure, 
1866, Bd. I, S. 97), ülherr (Crelle's Journal, 31, S. 231) 4»«^ Be- 
weis von Gauss (1849, Werke, III, S. 70). Im Crelle'schen Journal 
befinden sich noch andere , zum Theil auf geometrischer Veranschau- 
lichung beruhende Beweise. Gordan sucht in Bd. X der Mathem. 
Annalen S. 572 den 2^®" Beweis von Gauss zu vereinfachen. Im 
üebrigen vergleiche man die Lehrbücher. 

6) Die in § 47 angegebenen Lehrbücher über die Theorie der 
(■Hinctionen complexen Arguments geben sämmtlich Abschnitte über 

14* 
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die ganzen rationalen Functionen. Auf die hier angedeuteten ; 
metrischen Verhältnisse wird jedoch nirgends in hinreichender W 
eingegangen. Gerade hierdurch aber wird das wichtige Gebiet 
allzugrossen Abstraction entrückt ^ die auf den Anfanger stets 
schreckend wirkt. Klein macht in seiner neuesten Schrift ;,U< 
Riemann's Theorie der algebr. Functionen^ die physikalischen I 
tungen zum Ausgangspunkte der ganzen Betrachtung und gew 
durch diese Veranschaulichung viel für die Verständlichkeit 
Ganzen. 
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Abbildung mittels gebrochener rationaler Functioner 

und ihrer Umkehrungen. 

§ 84. Die irregulären Lemniscaten und Hyperbeln yon 
Ordnung — , welche zum Nullpunkte der Z-Ebene gehöre 

Die abbildende Function sei 

1) Z = f{0) = ^,, 

wo (p und g?i ganze rationale Functionen vom w*®" resp. w*®** G 
sind, deren höchste Glieder 0^ resp. 0^ der Einfachheit halber t» 
den Factor 1 haben mögen. 

Die Umkehrung der Function sei 

2) = t{Z). 
Nach vorigem Capitel ist 

JJlx + yi - {a^+ ß^i]) 

3) X + Yi=^^ , 

jT/ [rr + yi — («x + hxi]) 

wo die ««+ ßxi die Wurzeln der Function g?, die ax+ fc 
Function q>^ bedeuten. Die conjugirte Function ist also 

x = n 

n [^ - y^ — («« — ß' ^)] 

4) X-Yi^^ 

/ x = m 



±±[^ — yi — («X — 6x ^)] 



x=l 
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Durch Multiplication und Division ^ letztere verbunden mit Logarith- 
mirung und Zusetzung des Factors ^., erhält man^ wie im vorigen 
Gapitel; aus den Gleichungen 3) und 4) folgende: 



« = n 



5) R^=X^+Y-^^^ ^/P^^^^ 



X=:n 









« = i 

x=m 



= (9>i + 9>2 H h 9>») — (a^i + a^2 H h a^m)- 

(Die Abweichungen (p dürfen nicht mit den Functionen q> und q>^ 
in Gleichung 1) verwechselt werden. Die Buchstaben wurden wegen 
der Analogie mit dem Früheren beibehalten.) 

Gehen also die Radii vectores px von n wiUkürlicJien Punkten 
ax+/5xi der 0- Ebene, die Radii vectores q» von m willkürlichen 
Punkten an-\-hxi aus, so lassen sich die durch die Gleichungen 

7) lg ?i^-.^ = , 

8) (9>i + 9>2 H ^n) — {lx + %2^ \r%m) = Y 

dargestellten Curvensysteme durch die Abbildung mittels der Function 

Z = f(js) = ^-p: von der Form 3) iw ein System von Kreisen \gli = c 

und Geraden = y um resp. durch den Nullpunkt der Z- Ebene 
verwandeln. 

Daraus folgt, dass die Curven 7) und 8) orthogonale Isothermen- 
schaaren sind, welche die z-Ebene in ein ,, ähnliches Rechteckssystem'' 
eintheileU; sobald die Parameter c und y arithmetische Werthreihen 
annehmen. Im Anschluss an die Bezeichnungen der früheren Capitel 
sollen sie als irreguläre Lemniscaten resp, Hyperbeln von der Ordnung 

- lim FaUe m = n von der Ordnung — ) bezeichnet werden. 

Führt man in ihre Gleichungen Cartesische Goordinaten mittels 
der Beziehungen jp^ = Vi^ — a^f + (y — ßx)'^, 

y -ßx . y-^x 



gx = K'(^ — ax)^ + (y — ix)S 9)x=arctan^3j^, Xx = arctau^^ 



/ 
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ein, so genügen die linken Seiten von 6) und 7) der partiellen 
Differentialgleichung A w = . 

In beiden Ebenen entsprechen sich also die Curven 

f{E, @) = 

und 

9) { p -, 

So gehen z. B. die logarithmischen Spiralen B = cJc^ über in die 
isogonalen Trajectorien der Curven 7) und 9). Ihre Gleichung lautet: 

Treten in den Functionen g){g) und q>x{0) gruppenweise gleiche 
Wurzeln auf, d. h. kommen die Factoren x -{- yi — («^ + /Jx**) 
resp. X -^ yi — («x + &xi) in höheren Potenzen v^ resp fi^ vor, so 

X=:» 

gehen die Gleichungen 7) 8) 10), wenn (p vom Grade ^.Vx; 9i 

x = l 

x=^ 

vom Grade ^^ix ist, über in 

X =1 

X = n 

X = l 

12) (Vi 9?i + V2 9>2 H h ^n 9>n)— (f*i ^^i + 11*2^^2 H 1" f^m^Jm) 

X = n x=:m 

= ^^x 9>x — ^f*x ;i:x = y , 

X = l X=:l 

X =n 
1 ¥" x = n x=m 



IT 2«"« 



X=sl 



Um das Wesen der Curvenschaaren 7) und 8), 11) und 12) 
vorläufig zu veranschaulichen, sollen einige elektrodynamische Deu- 
tungen versucht werden, die sich daraus ergeben, dass man den 
Zustand der Z-Ebene, in der z. B. im Nullpunkte Elektricität ein- 
strömt, im Unendlichen abgeleitet wird (und zwar in sämmtlichen 
vorhandenen Blättern) , conform auf die jßf-Ebene mittels ^ = ^ (Z), 
der umgekehrten Function von Z=f{is)f überträgt. 
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a) Zunächst sei m = n. Dauu wird Z = f(0) == ^^ » mal 0, 

und zwar für g){e) = 0, d. h. für die n Wurzelpunkte ccx + ßxi, 
nicht aber für jet = oo, da dann 9)(;8f) und (Px{i3) beide gleich hoher 
Ordnung unendlich werden. Die n Einströmungspunkte der Elek- 
triciiät sind also die Punkte «^ + /5jc i . Ferner wird Z unendlich 
gross für q>i(e) = 0, d. h. für die m Punkte a^ + ixi» Diese wer- 
den Ausstromungspunkte. Polglich: Strömt in eine unbegrenzte 
Flotte durch n punktförmige willkürlich liegende Elektroden a^ + ß^i 
von gleicher Intensität Elektricität ein, durch n andere willkürlich 
Uegende a^ + 6xi clus^ so sind für den stationären Zustand die Curven 

Spannungscurven, während die Linien 

x=n x:=n 



15) 2V~^ 



^a:x = y 

X=l Xaal 



Strömungslinien sind. Dabei ist 

P« = Vi^ - «^)' + (y - ß^y und g, == f/(a; - a J^ + (y - 6x)^ 
b) Von den Punkten cc^ -\- ßxi mögen mehrere zusammenfallen, 
z. B. jedesmal w^, ebenso von den Punkten a^ + h^i jedesmal /li^, 
dann strömt in den Punkten a^ -{- ßjti die Elektricität in Intensi- 
läten ein, die sich verhalten, wie die ganzen Zahlen Vi, ^2» • • • ^n, 
in den Punkten ax -^ ixi strömt die gleiclie Quantität aus in Inten- 
sitäten, die sich verhalten, wie die ganzen Zahlen ftj, fAj) - • •) /^m* 
Die Spannungscurven und Stromlinien sind dann durch folgende 
Gleichungen dargestellt: 



x = n 
x=l 



16) lg i^^T— = ^"^ 



H' 



x = l 

X = n x = tn 



17) 2^x 9?x - ^^xXx = y, 

x = l x=m 

fi;o&ei jedoch die Summe der Vx gleich der Summe der fix sein muss. 
Dabei treten in der Z-Ebene näher zu besprechende Verzweigungs- 
punkte, in der z-ühene Ereuzungspunkte auf. 
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c) Der Fall, wo w > w ist, wo also q>{z) mehr Fadoren hat^ 
als g?i {0), erledigt sich folgendermassen. Z nimmt den Werth Null 
n mal an, und zwar in den n Wurzelpunkten «x + ßxi^ die sich 
aus g){0) = ergeben, nicht aber öfter, da für 0=00 auch Z = 00 
gross wird, dessen Zähler von höherer Ordnung unendlich wird, als 
der Nenner. Auch den Werth 00 nimmt Z n mal au, erstens m mal 
in den m Punkten a* + 6x*= 0, die sich aus (Pi(0) = ergeben, 
zweitens für den schon erwähnten Punkt ;8f^=oo, wo ein ünend- 
lichwerden (n — m)*®' Ordnung stattfindet, welches als ein (n — m) 
maliges 1*®*^ Ordnung aufgefasst werden kann. Es liegen also im 
Endlichen die n Einströmungspunkte a^ +/Jxi, von den n Ausströ- 
mungspunkten aber liegen m an den endlichen Stellen ax + bxi, der 
Best von (n — m) Ausströmungspunkten liegt im Unendlichen. Die 
Spannungscurven sind dann von der Form 7), die Stromungscurven 

n\oii der Form 8). Hierher gehören z. B. die in Capitel VIU be- 
sprochenen Curven lg - — = c und (p -i-x — -9* = ^, die in Fig. 40 
dargestellt sind. 

d) Auch hier können die Punkte gruppenweise zusammenfallen, 
wobei für die Intensitäten dasselbe eintritt, wie unter b). Man 
kommt dann auf die Gleichungen 11) und 12), bei deren Deutung 
man also darauf zu achten hat, dass, da die Summe der v» die der 
fix übertrifft, eine entsprecJiende Anzahl von AusströmwngspufJUen 
ins UnendlicJie zu verlegen ist. 

e) Der Fall Zi=/*,(^) = 5?lg, wo der Zähler vom m*«", der 

Nenner vom w*®*^ Grade und n > m ist, erledigt sich aus dem 

Falle c) durch Beciprocität, da Z^ = -^ ist. Man hat nämlich n 

Ableitungspunkte an den Stellen ax + ßxi, dagegen m Einstro- 
mungsstellen in den endlichen Punkten a« -{' bxi und ausserdem 
n — m Einströmungen im unendlichen Bereiche. Alle Elektroden 
sind dabei als von gleicher Intensität vorauszusetzen. Der Fall 
gleicher Wurzeln von qp oder 9)^ erledigt sich wie vorher. 

Der geometrische Verlauf der Curven kann erst besprochen 
werden, wenn die \auf tretenden Windungs- und Kreuzungspunkte 
zur Untersuchung gelangt sind, was in § 86 geschehen wird. 

§ 85. Transformation beliebiger Strahlenbüsehel und Kreis- 

schaaren der Z-Ebene. 

Um die Geometrie der Z-Ebene vollständig in die der jgr-Ebene 
zu übertragen, muss mau wissen, in welche Curven beliebige Ge- 
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rade und Kreise der ersteren übergehen. Es ergeben sich als ent- 
sprechende Gurren wiederum irreguläre Hyperbeln und Lemniscaten 

von der Ordnun&c — . 



Aus 



Z=^=f{B) 



folgt nämlich 

^ qp( a? 4- yi) — (« + hi) q>i{x + yi) ^ 

Hier ist der Zähler wiederum eine ganze rationale Function n*^ 
oder m*^ GradeS; je nachdem n grösser oder kleiner als m ist. Der 
Nenner ist eine solche Function m^^ Grades. Man kann also die- 
selben Factorenzerlegungen vornehmen^ wie vorher ^ nur ist jetzt 
der constante Factor des Gliedes höchster Potenz zu berücksich- 
tigen. Bildet man ebenso die conjugirte Function, multiplicirt und 
dividirt man in derselben Weise — letzteres unter Zusetzung des 

Factors ^. nach gescheheoer Logarithmirung — so erhält man wie- 
derum Gleichungen, die im Wesentlichen von der Form 5) und 6) 
des vorigen Paragraphen sind. Es entstehen also irreguläre Hyper- 
beln und Lemniscaten von der Ordnung — oder — , je nachdem n 

grösser oder kleiner als m ist. Die Wurzelpunkte, die wiederum 
Ausgangspunkte der Radii vectores sind (Einströmungs- und Aus- 
strömungspunkte der Elektricität) stimmen mit denen des § 84 
nicht fiberein. Wohl aber liegen die Kreuzungspunkte an denselben 
Stellen toie vorher, da die abbildende Function, also auch die Z- 
Ebene mit ihren Windungspunkten, unverändert geblieben ist. Auch 
die Beziehung 9) bleibt mit den entsprechenden Aenderungen er- 
halten. 

Unter den Sätzen über die erhaltenen Curvenschaaren sind von 
charakteristischer Bedeutung wieder diejenigen, die folgenden Eigen- 
schaften der Geraden, Kreise und logarithmischen Spiralen ent- 
sprechen: Die Gleichung & = y einer Geraden bleibt unverändert, 
welchen ihrer Punkte man auch als Ausgangspunkte betrachtet. 
Die isogonalen Trajectorien einer Parallelenschaar sind wiederum 
eine Parallelenschaar, die des Strahlenbüschels sind logarithmische 
Spiralen, im Falle 90® concentrische Kreise. Jeder Kreis lässt sich 
für unendlich viele Punktpaare (die auf zwei concentrischen, unter 

sich reciproken Kreisen liegen) unverändert in der Form y = c 
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schreiben. Für die Endpunkte aller Sehnen gleicher Länge, also 
wieder für unendlich viele Punktpaare, lässt er sich unverändert 
schreiben q> — % ^== y* B^i den logarithmischen Spiralen nehmen 
die Radii vectores geometrisch zu, wenn ihre Abweichungen sich 
arithmetisch ändern. Die isogonalen Trajectorien einer Schaar 
gleichwinkliger logarithmischer Spiralen sind wieder eine solche 
Schaar. 

Wie diese Sätze und ausserdem die Sätze über Kreisbüschel; Kreis- 
schaaren, logarithmische Doppelspiralen , Kreisreihen , Schliessungs- 
probleme, projectivische Strahlenbüschel und Punktreihen, isother- 
mische Spiegelungen etc. aus der Z-Ebene in die ;8f-Ebene zu über- 
tragen sind, lehren die früheren Capitel. Dasselbe gilt von der 
Uebertragung beliebiger Isothermenschaaren der Z-Ebene und von 
der Uebersetzung beliebiger physikalischer und kinematischer Pro- 
bleme. 

Die Uebertragung alier VerhäUnisse der Z-Ebene in die is-JEbene 
ist also möglich j sobald man die Zerlegung der Function Z ==^f{z) 
in ihre Factoren du/rchgeführt hat. 

Die umgekehrte Aufgabe ist zwar Punkt für Punkt construdiv 
stets möglfch, da zu jedem das zugehörige Z mit elementaren 
Hilfsmitteln construirt werden kann — was bei der vorigen Auf- 
gabe nur in Specialfällen geschehen konnte — , die Sätze lassen 
aber nur höchst complicirte Deutungen zu und sind auch von ge- 
ringerem Interesse, da bei der Abbildung 2 = ilf{Z) die bequemen 
Factorenzerlegungen wegfallen. Das Allgemeine findet man in 
Capitel V. 



§ 86. Die zugehörigen Biemann'sclien Fläclien. 

Den Aufbau der zu einer gebrochenen rationalen Function ge- 
hörigen ßiemann'schen Fläche kann man in ähnlicher Weise Schritt 
für Schritt durchführen, wie im vorigen Capitel. Ist z. B. 

'W cpiW z—ci z—c^ ^— «m ^'»+i>' \^ f'^fy 

d. h. ist der Zähler von höherem Grade als der Nenner und sind 
gleiche Wurzel/n nicht vorhanden , so erledigt sich das Problem fol- 

gendermassen : Der erste gebrochene Factor -^^ giebt eine £j- 

Ebene, die zur jSf-Ebene in KreisverwandtschaQ: steht, so dass den 
concentrischen Kreisen um den Nullpunkt der letzteren eine Kreis- 
schaar entspricht, welche die g, -Ebene stetig erfüllt. Dasselbe gilt 
von den {m — 1) übrigen Ebenen g^. Wanderung auf einem Kreise 
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der Ebene (^ , der deu Nullpunkt umschliesst; entspricht Wanderung 
auf einem Kreise der gj'^^^^^) ^^^ ^^^ Nullpunkt entweder um- 
Qchliesst oder nicht umscbliesst. Beides kann man erreichen. Die 
Mttltiplication der entsprechenden Puukte (resp. Strecken) der bei- 
den Ebenen giebt also einen doppelten oder einen einfachen Um- 
gang, BO dass eine Doppelebene entsteht, wie dies in Gapitel X 
gezeigt war. Multiplicatiou der m gebrochenen Factoren giebt 
folglich eine m-fache Ebene. Mit den nicht gebrochenen Factoren 
geschieht dasselbe , wie im vorigen Gapitel, so dass die Z-Ebene 
schliesslich n Blätter, die sich las Unendliche erstrecken, stetig 
erfQlli Die Function nimmt also jeden denkbaren Werth im AU- 
gemeinen n mal an. Die Lehrbücher der Functionentheorie be- 
weisen diesen Satz in strengerer Weise. 

Es fragt sich nun, wo die Verzweiguugspunkte der Z-Ebene 
liegen. Zunächst ergab sich in § 83, dass bei n > m der unend- 
liche Punkt der Z-Ebene ein Winduugspunkt (w — m — 1)*®' Ord- 
nung ist, da dort {n — m) Blätter zusammenhängen. Da dort die 
Conformiiät gestört sein muss, muss auch der Differeutialquotient 

von dem wir annehmen woUen, dc^ss er sich nicht durch Wegheben 
von Factoren vereinfacht, an der Stelle = 00 entweder oder 00 
werden. Offenbar findet das letztere statt, denn für ;e^ = 00 wird 
9), unendlich gross w**', <p\ {m — 1)*®' Ordnung, g? unendlich gross 
n***, (p' (n — 1)*®' Ordnung. Der Zähler also ist von der Ordnung 
w + n — 1, der Nenner von der Ordnung 2w, Z' wird also 00 von 
der Ordnung m -{-■ n — 1 — 2m = n — m — 1 . Daraus, dass im 
Punkte 00 der Z-Ebene n — m Blätter zusammenhängen, folgt nun 
nach der Theorie der Windungspunkte, dass einer beliebigen Ge- 
raden der ^-Ebene, welche unter bestimmter Neigung von einem 

Punkte a -^ bi nach 00 geht, in der ;e?-Ebene eine Hyperbel — *®' 

Ordnung entspricht, welche n — m Asymptoten besitzt, die unter dem 

Winkel —3 — aufeinander folgen. Die Rückwärtsverlängerung der 

Geraden giebt ebensoviele Asymptoten, so dass die gesammte Gurve 

2(n — 1»^ derselben besitzt, die sich unter dem Winkel folgen. 

Abgesehen von den eben besprochenen Verhältnissen wird Z' 
noch unendlich gross für die Wurzelpunkte von (p^, d. h. für die 
m Punkte o« + 6«* der jef-Ebene, deren entsprechende Punkte in 
die unendlichen Bereiche der getrennt verlaufenden Blätter der 
Z-Ebeu6 fallen. Dies giebt also keine Windungspuukte. Die Win- 
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kelverhältnisse werden nicht gestört und die Singularität beschränkt 
sich darauf y dass unendliche Vergrösserung stattfindet. Jeder der 
übrigen Arme der besprochenen Hyperbel passirt also ohne Singu-w 
larität einen der genannten Punkte. 

Der Rest der Verzweigungspunkte liegt da, wo Z' = ist, 
was nach unseren Annahmen nur noch für tp^q/ — ^^'^ = d. h. 
im Allgemeinen an m + ij — 1 Stellen geschehen kann, die als 
F|, Fj, . . . Vmj^n-i in beiden Ebenen bezeichnet werden mögen. 
Man hat also im Endlichen m-}- n — 1 Verzweigungspunkte 1*^^ 
Ordnung (von ^denen in Specialfällen beliebig viele gruppenweise 
zusammenfallen können). Die entsprechenden Kreuzungspunkt-e der 
;8?-Ebene sind also im Allgemeinen solche, bei denen Halbirung der 
Winkel eintritt. 

Zählt man den unendlichen Verzweigungspunkt n — m — V^ 
Ordnung mit in Form von n — m — 1 einzelnen 1*®' Ordnung, und 
addirt man die endlichen m -\- n — 1 Punkte dazu, so ergeben sich 
im Ganzen 2w — 2 Verzweigungspuukte, also eine gerade Zahl. 

Die Verzweiguugsschnitte, längs deren sich je zwei Blätter 
durchkreuzen, könnten nun so angelegt werden, dass man zunächst 
den unendlichen Verzweigungspunkt, in dem n — m — 1 Schnitte 
sich treffen müssen, um ihn zu einem solchen (w — m — 1)**' Ord- 
nung zu machen, mit n — m — 1 endlichen Verzweigungspunkten 
verbindet. Der Rest von 2m Verzweigungspunkten wäre dann zu 
zweien mit einander zu verbinden. Im Ganzen hätte man dann 
n — 1 Schnitte, d. h. einen weniger, als die Anzahl der Blätter beträgt. 
Am bequemsten wird man die Schnitte geradlinig legen, so dass ihnen 
Theile der irregulären Hyperbeln entsprechen, die in § 84 und 85 zur 
Sprache kamen, jedoch müssen Collisionen vermieden werden. 

Ob diese Anordnung jedesmal gestattet, den Charakter der 
Function klar wiederzugeben, oder ob es zweckentsprechender er- 
scheint, bisweilen je zwei der im Unendlichen liegenden Verzwei- 
guugspunkte durch einen die ganze Ebene durchlaufenden Schnitt 
zu vereinigen, das bleibe in dieser Einführung dahingestellt. Sollte 
übrigens ein Zusammentreffen zweier Schnitte in demselben Blatte 
unvermeidlich sein, so hat man durch geeignete Anordnung dafür 
zu sorgen, dass der Charakter des Schnittpunktes nicht geändert 
wird, dass z. B. wenn er kein Windungspunkt war, ein einfacher 
Umgang um ihn auch jetzt noch in das ursprüngliche Blatt zu- 
rückführt. Man vergleiche hierzu das Beispiel in § 87. Ueber die 
einzelnen Specialfälle entscheidet die Methode des § 40. 

Bei dem Verbinden zweier endlichen Punkte durch einen 
Schnitt ist es übrigens gestattet, den Schnitt, wie es in dem Bei- 
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spiele des Capitel VIII geschah ^ von dem einen Punkte aus ins 
Unendliche und von dort aus nach dem andern hinzuführen, so 
dass man sciieinbar zwei Schnitte hat. Nur muss danu; wenn der 
nnendliche Bereich Verzweigungspunkte enthielt, Vorsicht ange- 
wendet werden. 

Ist n = m-\- \ , so entspricht der unendliche Punkt der 0- 
Ebene einem Windungspunkt 0*®' Ordnung, d. h. es ist im Unend- 
lichen kein Verzweigungspunkt vorhanden , vorausgesetzt, dass der 
Nenner der Function nur ungleiche Factoren enthält. Diesen Vor- 
aussetzungen entsprach z. B. die in Cap. VIII behandelte Function 



^-i{'H)-'-P 



Daher hatten *äort die Asymptoten der den Strahlenbüscheln der 
Z^Ebene entsprechenden Curven denselben Verlauf, wie die Linien 
des Büschels selbst. * 

Hat aber der Nenner gruppenweise gleiche Wurzeln, so finden 
sich auch im letzterwähnten Falle [m + 1 = w] im unendlichen 
Bereiche Windungspunkte verschiedener Ordnung ein, so dass in 
den entsprechenden Punkten a^ + bxi der ;8f- Ebene die schon be- 
sprochenen Winkelreductionen stattfinden. Das Vorkommen gleicher 
Wurzeln im Zähler wird ähnlich erledigt. 

Uebertrifft n die Zahl w um mehr als 1, so gilt von den 
Asymptoten der den Strahlenbüscheln der Z-Ebene entsprechenden 
Curven Aehnliches. Aus der Zahl der Asymptoten ergiebt sich von 
selbst^ was in § 84 unter c) über den ins Unendliche abfliessenden 
Theil der Elektricität gesagt war. 

Im Ganzen ergiebt sich also für die Hyperbeln — *®' Ordnung 

für n > m Folgendes : 

Die von einem Punkte der Z-Ebene ausgehenden Strahlen 
geben im Allgemeinen in der ;ef-Ebene je n Hyperbelarme, die von 
den n entsprechenden Punkten ausgehen. Von ihnen gehen m nach 
den Punkten «^ + 6xi; der Rest asymptotisch ins Unendliche. Das 
Passiren der Kreuzungspunkte bringt die mehrfach besprochenen 
Winkelreductionen hervor, die Anzahl der ins Unendliche gehenden 
Arme wird aber dadurch nicht geändert. 

Der Verlauf der ;,Spannungscurven*^ ist im Allgemeinen fol- 
gender: Sie umgeben zunächst als kleine Kreise die n Einströmuugs- 
punkte, spitzen sich nach den endlichen Kreuzungspunkten als Ovale 
zu und treffen sich dort zu zweien unter Kreuzungen von 90^. 
Beim weiteren Anwachsen können dort ähnlich, wie es in § 62 
kinematisch geschildert wurde, Vertauschungen der Rollen der ein- 
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zelnen Curvenarme eintreten. Dies bringt m geschlossene Curven 
hervor, die allmählich zu kleinen Kreisen zusammenschwinden, 
welche die endlichen Ableitungspunkte umgeben. Sämmtliche end- 
lichen Ableitungs- und Einströmungspunkte umgiebt endlich noch 
eine geschlossene Curve, welche, ins Unendliche anschwellend, sich 
mehr und mehr einem Kreise nähert. Durch Figur 40 lässt sich 
das Ganze am besten erläutern. 

Der zweite Fall, wo der Zähler von niederem Grade ist, als 
der NevmeTy also z. ß. 

y qpt(g) 

wo (p und 9?) dieselbe Bedeutung haben, wie vorher, kann ebenso 
behandelt werden, wie der vorige. Er erledigt sich aber schneller 
durch die Betrachtung der Abbildung 

Der Nullpunkt und der unendliche Punkt vertauschen ihre Rollen, 
so dass der erstere ein Windungspunkt {n — m — l)*®* Ordnung 
wird, während im letzteren die sämmtlichen Blätter getrennt ver- 
laufen, sobald vorher der Nullpunkt nicht zu den endlichen Win- 
dungspunkten gehörte. In der That wird Zy gleich unendlich für 
die n im allgemeinen getrennten Punkte a^ + fcxi, für ;8f =s oo aber 
ist Zj gleich Null von der {n — m)*®" Ordnung. Nur solche Ge- 
raden, die den Nullpunkt der Z-Ebene passiren, geben solche Hy- 

perbeln — *®' Ordnung in der ;sf-Ebene, welche n — m Asymptoten 

haben; alle andern verlaufen im Endlichen. Die endlichen Kreu- 
zungspunkte der jßf-Ebene bleiben dieselben, wie Vorher, wie sofort 
aus der Gleichung 



Z' = 



yy 1 — yiy 

9' 



hervorgeht. Sonst ist Wesentliches nicht zu bemerken, und die 
weitere Entwicklung kann dem Leser überlassen bleiben. 

Machen Untersuchungen über den unendlichen Punkt der Z- 
Ebene bei einer gebrochenen Function Schwierigkeit, so ist es oft 
zweckmässig, die reciproke Function zu betrachten und den Null- 
punkt derselben zu untersuchen. Das Verhalten der Blätter wird 
durch diese Inversion nicht wesentlich geändert. 

Es bleibt der dritte Fall übrig, in dem Zähler und Nenner 
beide vom w*®" Grade sind. Dass Z dann nur für die n Werthe 
a^ + ßxi verschwindet, ist bereits gezeigt, ebenso, dass es nur für 
die n Werthe a^ + ^xi unendlich gross wird. Weder der Null- 
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punkt, noch der unendliche Bereich der Z-Ebene enthalten daher 
im Allgemeinen Yerzweigungspunkte. Es fragt sich, ob dem un- 
endlichen Bereiche der jgf-Ebene ein Verzweiguugspunkt entspricht. 
Dies ist nicht der Fall. Für = 00 ist Z = l , und zwar gleich 
dem Punkte 1 in einem einzigen der Blätter. Man erkennt dies 
sofort an der Untersuchung der Gleichung 

Dieselbe wird erfüllt für ;? = cx>, ausserdem für die n — 1 im 
allgemeinen getrennten Punkte der Gleichung n — 1*®° Grades 
q){e) — 9>iW = 0> deren Glied jS?»» sich weghebt. Also entspricht 
der Punkt 1 der Z-Ebene im Allgemeinen n getrennten Punkten 
der jgr-Ebene. Er ist kein Verzweigungspunkt, obwohl der DiflFe- 
rentialquotient 

y y I (g) V (g) — y (g) fp'i (g) 

für jgf = cx> verschwindet, da der Nenner vom 2w*®"* Grade, der 
Zähler, in dem sich das Glied ni^~^ . 0"^ weghebt, nur vom 
2n — 2*^ Grade ist. Aus letzterer Bemerkung folgt zugleich, dass 
der Differentialquotient nur für 2w — 2 endliche Werthe verschwin- 
den kann, so dass, wie vorher, im Allgemeinen 2n — 2 Verzwei- 
gongspunkte 1*®' Ordnung vorhanden sind, die aber im vorliegen- 
den Falle sämmtlich, ebenso wie die Kreuzungspunkte der ;e^-Ebene, 
im kindlichen liegen. Im Punkte Z = \ beschränkt sich die Sin- 
gularität auf die unendlichfache Verkleinerung, während Winkel- 
änderungen nicht vorkommen. Von den zu einem Strahlenbüschel 

der ^-Ebene gehörigen Hyperbeln — *®' Ordnung hat demnach stets 

nur eine eine Asymptote. Nur die dem Büschel durch Z ==» 1 ent- 
sprechenden haben sämmtlich Asymptoten. 

Damit kann die Angelegenheit der mit den gebrochenen ratio- 
nalen Functionen zusammenhängenden Biemann'schen Flächen für 
unsere Absichten als erledigt betrachtet werden. Der Leser wird 
bereits jetzt im Stande sein, die Bemerkungen des § 40 nach ver- 
schiedenen Richtungen hin zu präcisiren und zu intensiveren Stu- 
dien auf diesem Gebiete überzugehen. 

Es werde noch darauf aufmerksam gemacht, dass die Zerleg- 
barkeit der gebrochenen rationalen Functionen in Partialbrüche 
eine ganz andere Behandlungsweise des besprochenen Gegenstandes 
gestattet, die zu denselben Resultaten führt. 



224 £1^8 Capitel. 

§ 87. Beispiele za Capitel XI. 

In Capitel VIII wurde das Beispiel Z ^= —j— vollständig 

durchgeführt. An ihm bestätigen sich die Bemerkungen über den 
Vq\\ n = m+ 1. 

Nach Analogie von Capitel IX lässt sich das Beispiel 

YoUsiUndig durchführen. Man gelangt auf Curven von den Gleich- 
ungen 

bei denen die Amgangsjrmkte der liadii vedores auf concentrischen 
regelmässigen Folygonfm verschiedener Seitenzahl mit dem NuUpunkte 
als Centrufn liegen. Bei der elektrodynamischen Deutung ist zu 
beachten, dass, wenn n — m positiv ist; n — m Ausstromungspunkte 
im Unendlichen anzunehmen sind, während, wenn es negativ ist, 
obensoviele Einströmungspunkte dorthin verlegt werden müssen. 

Im Falle w = w hat man die regulären Hyperbeln und Lem- 
niscaten des § 73 und 74. 

Einige Beispiele des § 81 und 82 gehören gleichfalls hierher. 

Im Uebrigen ist dem Verfasser nur noch ein einziges ziemlich 
vollständig durchgeführtes Beispiel der Abbildung mittels gebroche- 
ner rationaler Function bekannt geworden. 

Am stein behandelt in dem Bull. Soc. Vaud. Sc. Nai XV 78 
die Function 



^_i.(3>+J,)_l 



^3 



z^ 

Er untersucht die Curven , welche den Kreisen und Geraden um 
resp. durch den Nullpunkt jeder der beiden Ebenen in der andern 
entsprechen. Die Curven, welche zu den Geraden durch den Null- 
punkt der Z-Ebene in der jSf-Ebene gehören, werden durch Zeich- 
nung dargestellt und auch rechnend behandelt. Dass sie aber der 
Gleichung 

^i+^2 + ^3 + ^4-3;C = y, 
dass ferner ihre Orthogonalen der Gleichung 

9' 
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genfilgeii, woraus die Eigenschaften beider Conrensysieme sieh mit 
einem Schlage ei^ben, wird dort nicht bemerkt 

Mehr Werth legt die Abhandlong anf die umgekehrte Auf- 
gmbe, die auf Curvensysteme fOhrt, welche 4 Blätter der Z-£bene 
crfBUen, ohne sich zu decken. Die ?erworrene Zeichnung wird 
sehr insirucÜT aufgelost, indem die Tier Blätter auch einzeln ge- 
zeichnet werden. Auf realisirbare physikalische Deutungen fuhrt 
nnr das eimige getrennt im Unendlichen verJaufcfuh- Blatt der Z- 
Ebene,^) Es giebt dasselbe den Verlauf der Spannungs- und Stro- 
mongsfinien f&r den Fall an, dass die Curve 

X» + r» = 1 

gur Einstromungselel'trode gemacht wirdy während die Elektricitat 
im Unendlkhen abgeleitet tcird, 

Nor einige Hauptpunkte sollen hier als besonders instructiv 
wiedergegeben und die nothigen Ergänzungen zur Abhandlung bei- 
gel&gt werden. 

Z wird NuU fBr die Werthe 

5-;/-- = ;/-[cos— -r + ,sm^ ^J. 

Diea giebt elektrodynamisch gedeutet 4 Einstromungspunkte der 

Elektricitat auf dem Kreise mit Radius Z/ y an den Stellen +45® 

imd + 135«. 

Unendlich gross 1^ Ordnung wird Z für e «= :x>, unendlich 
gro« 3*** Ordnung, d. h. dreimal unendlich gross 1*" Ordnung, 
fSr ■ as 0. Dem einzigen Null-Punkte der r-Ebene entsprechen 
abo zo^eieh die unendlichen Punkte Ton drei Blättern der Z-Ebene, 
d. \l, drei der Blätter hängen dort durch einen Windungspunkt 
2*** Oidnnng zusammen, während das vierte Blatt getrennt Tcr- 
liofL DreiYiertel der einströmenden Elektricitat gehen also nach dem 
NoIIiiankte deri?-Ebene, während der Best ins Unendliche abfliesst. 

Im Ganzen sind 5 singulare Punkte ?orhanden, denn der DifFe> 
raitialqaotient 

wird unendlich gross für g = 0^ den Ereuzungspunkt 2^ Ord- 
nimg der 5-Ebene, er verschwindet für die rier Werthe g = i"^ , 
d. hu f&r die Punkte + 1 und + i . Diese geben , da der zweite 



^ fiferin liegt ein Wink für zahlreiche andere physikalisch realisirbare 
Holsaailev, isogonale TenrandUchafleii. 15 
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Differentialquotient an dieser Stelle nicht verschwindet, die 4 end- 
lichen Verzweigungspunkte 1*®' Ordnung der Z-Ebene und die ent- 
sprechenden Kreuzungspunkte der jsr-Ebene. 

Amstein untersucht dies eingehender nach Analogie des §40^ 
indem er die Reihenentwickelungen für die fraglichen Punkte an- 
giebt. Er findet nach dem Maclaur in 'sehen Satze: 

g-l= |.(^_l)2[l_-|(<j_l)+|(^_ 1)2 +...], 

e + 1 = -|(^ + iy'[i _ |(;8r + 1) +|(^ + 1)2 + . . .], 
t + i= |(^ + iy[i. + 1 (^ + --|(« + »y + • • •], 

Man braucht sich nur mit Annahme von Werthen^ die sehr nahe 
an + 1 oder +i liegen, auf das 1*® Glied dieser Reihen zu be- 
schränken, um zu sehen ; dass in der That Windungspunkte 1^®' 
Ordnung vorhanden sind. 

Für iSf «= hat man von selbst Z = — -j [1 + 3;?^], so dass man für 

die Nachbarschaft von z annähernd die Abbildung Z ^= —^ erhält^ 

die den Windungspunkt 2*®' Ordnung Z = cx) ergiebt. 

Um den Verlauf der wichtigsten Linien zu überblicken^ müssen 
wir nicht nur untersuchen, wo die Verzweigungspunkte der Z-Ebene' 
liegen, die man erhält, wenn man ^ = +1 und 0== + i in die 
Function 

einführt, wodurch man die Punkte F, , Fj, F3, F4 = + 1, — 1, 
-|- i und — i erhält, sondern man muss noch untersuchen, welchen 
Punkten der jsr-Ebene jede dieser Stellen der ^-Ebene sonst noch 
entspricht. Man setze zu diesem Zwecke z. B. ^= 1, d. h. 

4 * ä' ^ ' 
löse also die Gleichung 4*®** Grades 

^*-y^ + l = <> 

auf. Da wir schon zwei gleiche Wurzeln ^ == -j- 1 kennen, lässt 
sich die linke Seite der Gleichung durch (js? — 1)^ ohne Rest divi- 
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diren, so dass nur noch eine Gleichung 2^*° Grades aufzulösen 
bleibt. Aebnlich ists bei — 1 und + i' So findet man die von 
Am stein angegebene Tabelle 

(X>. 

cx>. 
0. 

0. 

0. 

Nach § 86 handelt es sich um den Fall n = m -|- 1 • ^er 
unendliche Pnnkt der jgr-Ebene ist kein Kreuzungspunkt, die den 
Strahlenbfischeln der Z-Ebene entsprechenden Curven verlaufen 
also asymptotisch genau ebenso, wie das Strahlenbüschel. Dem 
Strahle z. ß., der in der ^Ebene von nach <x> geht, und einen 
der Yerzweignngspunkte, z. B. -f- 1 passirt^ entsprechen in der Z- 
Ebene folgende Linienzüge. Von dem Einstromungspunkte Ai geht 
ein Bogen nach dem Kreuzungspunkte -f- 1; spaltet sich dort in 
zwei der reellen Axe folgende Gerade, von denen die eine nach cx), 
die andere nach geht. Im letztern Punkte trifiFt sie unter Win- 
keln Ton 120^ mit den beiden Armen zusammen , die von Au und 
Aui aasgehen. Von Aw geht ein Arm nach dem Kreuzungsponkte 
-f- 1, der sich dort so spaltet, dass seine Arme ebenfalls mit der 
positiv reellen Axe zusammenfallen. So erkennt man, dass drei 
Quantitäten Elektricitat nach Null gelangen, nur eine nach dem 
nnendlichen Bereiche geht. 

Aehnliches geschieht mit den andern Hauptaxen der Z-Ebene, 
die gleichfalls Verzweigungspunkte passiren. 

In Figur 53 ist nach Amstein das Liniensystem skizzirt, 
welches der Quadranteneintheilung der Z-£bene entspricht. Da 
letztere vier Blätter besitzt, so entstehen in der x;-Ebene 16 Flächen- 
räome. Im Nullpunkte werden die Winkel 90® auf 30® reducirt. 
^,, E^f E^, E^ sind die Einstromungspunkte, die entsprechenden 
Buchstaben beider Figuren erläutern das Uebrige. 

In Figur 54 ist die Zeichnung vervollständigt. Man verfolge 
kinematisch die Bewegungserscheinung der ;sr-Ebene, welche dem 
Anschwellen eines Kreises um den Nullpunkt der Z-Ebene ent- 
spricht, um zu sehen, wie die Ov^e sich nach den Kreuzungs- 
punkten hin zuspitzen, dort rechtwinklig zusammenstossen, sich 
gewissermassen spalten und die losgelösten Theile zu zwei geschlos- 
senen Curven sich vereinigen lassen, von denen die eine anschwel- 

15* 
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lend zum unendlich grossen Kreise wird, während die andere zu- 
sammensehwindend als kleiner Kreis dem Nullpunkte zustrebt. 

Der schattirte Theil der Figur kann ausgeschnitten "werden, 
ohne dass der stationäre Zustand sich irgendwie ändert. 

[Hätte man im Nullpunkte nicht 3, sondern 2 Ausströmungs- 
punkte, ebensoviele im Unendlichen, so würde man die Curven- 
systeme 

und ^1 -V ^2 + ^3 + ^4 - 2a: = y 

erhalten, zu denen ein Kreis gehört, der ausgeschnitten werden 
darf. Die Figur könnte leicht mit der hier auftretenden verwech- 
selt werden. Vergl. die Inauguraldissertation von Hildebrandt, 
Fig. 14.] 

Die Gleichungen der Curven, die dem Strahlenbüschel durch 
den Nullpunkt der Z-Ebene entsprechen, leitet Am stein nur in 
Polarcoordinaten ab, aus denen sich die Fundamentaleigenschaft 
nicht ohne Weiteres absehen lässt Aus 

oder X-\' Yi = -T-\3r (cos g> + i sin (p) + -^ (cos 3g? + i sin 3 9)) 
folgt zunächst 

1) -^"= T L^^ ^^^ 9^ + T* ^^^ ^^y 



2) r«=-j-[3r sing? — -^ sin 39J. 



Die rechten Seiten, gleich Constanten gesetzt, geben die Isother- 
menschaaren, die den fundamentalen Parallelenschaaren der Z-Ebene 
entsprechen. Ihre Gleichung genügt mit der linken Seite der 
Gleichung A t* = 0, sobald man Cartesische Coordinaten einführt. 
Man findet mit Hülfe von 1) und 2) sofort die Curvengleichung, 
in welche f{XT) = durch unsere Abbildung übergeht. Der Strahl 

_ = tan y z. B. geht über in 

o\ 3r* sin qp — sin 3qp . 

3) ^ZÄ ^^-i ^ = tan y . 

^ 3r* cos qp + C08 3g> ' 

Der Kreis X^ + Y^ = c^ geht über in 

Die Fundamentaleigenschaften der Curvengruppen 3) und 4) liegen 
aber nach unseren allgemeinen Darlegungen in den Gleichungen 
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3 3 ^* + Y 
wo der Factor -j- aus der Form Z = —. ^ — der abbildenden 

Function stammt. 

Auch die Gleichungen der Curvenschaaren , die beliebigen 
StrahlenbQscheln der Z-Ebene nebst ihren Kreisschaaren entsprechen, 
haben im Wesentlichen die Form 3) und 4). Man findet sie durch 
die Gleichung 



Z - (a + 6 i) = ^ - ^,-A _ (a + 6 i) = 



4 -;,3 {a + bi)= - ^^3 



zu welcher die conjugirte Gleichung zu bilden und in der früheren 
Weise weiter zu behandeln ist. Nach dieser Richtung lässt sich 
also die A ms t ein 'sehe Abhandlung bis zur vollständigen Ueber- 
tragung der Geometrie der Z-Ebene weiterführen. 

Das interessanteste Resultat der besprochenen Abhandlung er- 
giebt sich auf folgendem Wege, um die Curve der Z-Ebene zu 
finden, die dem Einheitskreise der ;er-Ebene entspricht, setze man 
in den Gleichungen 1) und 2) r= 1. Man erhält 

X = -j- 3 cos q) + cos 39)== cos^ g) , 

1^= -^ 3 sin 9 — sin 3 9) = 8m^(p, 

1. 1 

also X^ =cos2g?, Y^ =sin2 9), endlich durch Addition: 

2 2 

5) X^'^Y^ = 1. 

Dies ist die Gleichung der Astroide, d. h. der Curve, die man als 
Enveloppe der Geraden gleicher Länge, die sich in ein orthogo- 
nales Axenkreuz eiuzeichnen lassen, aus der Analysis kennt. Vergl. 
Figur 55. 

Die Natur der Curven, die den übrigen Kreisen r = c um den 
Nullpunkt der ^-Ebene entsprechen, klärt Amstein unter Vermei- 
dung der Elimination von (p folgendermassen auf: Ist r^ der Ra- 
dius des Grundkreises einer verallgemeinerten Hypocycloide, q der 
Radius des rollenden Kreises, p der Radius des ergänzenden Punk- 
tes, so erhält man ihre Gleichung durch Elimination der unab- 
hängigen Variabelen 97 aus den Gleichungen 
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6) X = (r, — q) cos [jr^ fJ+P- cos (^^^ 9) , 

7) r= (r, - e) sin (± g,) - j, . sin (^-^ <p) , 

die man in der Regel als Gleichungen der Hypocyeloide bezeichnet^ 
indem man auf die Elimination verzichtet. Setzt man nun hier 

so geht 6) resp. 7) über in: 

8) Z = l[3rcos|. + i5C08»f], 

9) r = |[3rsin-|-lsin?f]. 

Dies stimmt, mit Ausnahme des Factors -j- der independenten Va- 

riabelen <p, was ganz unwesentlich ist, mit Gleichung 1) und 2) 
überein. Folglich : 

Den Kreisen r =^ c um den Nullpunkt der e-Ehene entsprechen 
Hypocychiden mit dem Grundkreise r = c, dem wälzenden Kreise 

Q = -T ^^^ ^^^ erzeugenden Radius i> = tti •*) ^^^ Astroide ist 
demnach die Hypocyeloide mit r = 1, (> = — , j) == ---. - 

Die Figur 55 stellt nur die hierher gehörigen Hypocycloiden 
dar, für welche r > 1 ist. Sie befinden sich in dem einzigen, ge- 
trennt im Unendlichen verlaufenden Blatte, sind also die Span- 
nungscurven für den Fall, dass die Astroide Einstromungselektrode 
ist, während die Ableitung im Unendlichen geschieht. [Auch hier 
ist eine Figur von Am stein benutzt.] 

Die Gleichungen der ebenfalls gezeichneten Orthogonalcurveu 
würde man erhalten, wenn man r eliminirt und dann (p =^ y setzt. 

Die punktirte Curve in Figur 55 ist diejenige, welche Am- 

stein als rosace (Rosette) bezeichnet. Sie entspricht r = -jt=. Setzt 
man diesen Werth in 1) und 2) ein, so ergiebt sich 

3 3 

X = — T-= (cos qp + COS 3op) = -T^= cos 2g) cos cp, 

3 3 

Y = —7-p= (sin op + sin 3 cp) = -77= cos 2cp sin cp. 

Quadrirung und Addition giebt 

*) Auch bei zahlreichen andern Abbildungen mittels gebrochener ratio- 
naler Function treten Hypocycloiden auf. 
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oder 

B = -77= cos 2w 
2f/s 

als Gleichung dieser Curve. Alles Uebrige macht 4 Blätter zur 
Zeichnung nothig. 

Die Festlegung der Yerzweigungsschnitte ist nicht ganz leicht. 
Amstein gelangt folgendermassen zum Ziele: Das 1^® und 2^® 
Blatt durchkreuzen sich längs der Geraden von -|- 1 nach ' — 1 
und von + i nach — i; das 2*® und 3*® längs der Geraden von 
den Neigungen +45® und + 135" durch den Nullpunkt; das 3'® 
und 4^ längs der reellen und imaginären Axe. Jedes Linienpaar 
ist also als ein einziger Schnitt aufzufassen, so dass allerdings eine 
Kreuzung stattfindet, wobei jedoch die früher angedeuteten Be- 
dingungen erfüllt bleiben. — 

Die vollständige Durchführung weiterer instructiver Beispiele 
würde immerhin verdienstlich sein. Nur durch solche Arbeiten 
wird die Theorie der Riemann'schen Flächen, in der noch man- 
cherlei zu klären ist, zur vollen Abrundung gelangen. 

§ 88. Litteratur und Bemerkungen. 

Mit dem vorstehenden Gapitel ist die Theorie der stationären 
elektrischen Strömung in einer unbegrenzten Platte bis dahin er- 
ledigty dass es sich um beliebig viele Ein- und Ausströmungspunkte 
handeln darf, mögen sie im Endlichen oder im Unendlichen liegen. 
Nur müssen die Quantitäten der Elektricität, welche die Elektroden 
passiren, in rationalem Verhältniss stehen. 

Wärmetheoretisch war es derselbe Gegenstand, der Lame in 
den ^yLe^ons sur les coordonnees curvilignes^ von Cap. XI bis XIV 
beschäftigte. 

Andeutungen über die Resultate des Gapitel XI gab der Ver- 
fasser im Programm 1880 der Königl. Gewerbeschule zu Hagen. 
Die Arbeiten von Hildebrandt, die experimentellen Resultate von 
Guebhard, die Arbeiten von Darboux, Lucas und Haton de 
la Goupilliere sind bereits früher citirt. 

Die in § 47 genannten Lehrbücher beschäftigen sich sämmt- 
lich mehr oder weniger mit den gebrochenen rationalen Functionen, 
ebenso das während des Druckes erschienene Werk von F. Klein: 
^Ueber Riemann's Theorie der algebraischen Functionen und ihrer 
Integrale.^ Die Leetüre dieser empfehleuswerthen Schrift kann 
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sich hier ohue Weiteres aDschliessen. In ihr befinden sich weitere 
Litteraturnachweise. — 

Ausser den punktförmigen Elektroden sind aber schon bei- 
läufig eine Anzahl von Fällen, bei denen die Reduction auf Punkte 
nicht möglich ist^ erledigt worden. Angenähert kann man die Ge- 
stalt der Spannungscurven und Stromlinien bei endlichen, beliebig 
geformten Elektroden schon jetzt ermitteln, indem man auf den 
Elektroden in gleichen Abständen Punkte markirt, durch die man 
die Elektricität ein- resp. ausströmen lässt. Je näher man sie an- 
einander rücken lässt, um so genauer wird das .Besultat. Theilt 
mau z. B. eine Gerade in n gleiche Theile, lässt man in den Theil- 
punkten Elektricität in gleichen Quantitäten einströmen, während 
sie im unendlichen Bereiche abgeleitet wird, so müssen die Span- 
nungscurven, je grösser man n nimmt, und je weiter man sich von 
der Linie entfernt, um so mehr die Gestalt von Ellipsen annehmen, 
die ihre Brennpunkte auf den Endpunkten der Geraden haben, 
denn die Gerade gab als continuirliche Elektrode confocale Ellipsen 
als Spannungscurven (Capitel VIII). 

Es sind also angenäherte Lösungen möglich, wie man sie auch 
auf andern Gebieten der Analysis durch Beihenbetrachtungen etc. 
erfolgreich durchführt. 

Dass auch eine Beihe von Problemen gelöst sind, bei denen 
es sich um gemischte Elektroden handelt, d. h. solche, wo Punkte 
und Linien zugleich als Elektroden auftreten, braucht nur erwähnt 
zu werden. Man nehme z. B. eine unbegrenzte Gerade als Ein- 
strömungselektrode, einen kleinen Kreis (Punkt) als Ausströmongs- 
elektrode an. Die Spannungscurven werden nach Fig. 12 die Kreise 
der zugehörigen Schaar. ' Durch Abbildung dieses einen Problems 
mit Hilfe der besprochenen Functionen erhält man schon beliebig 
viele gemischte Probleme. 

Der allgemeinere Fall, der eine endliche Gerade tmd einen be- 
liebigen Punht betrifft, erledigt sich nach Cap. VIII folgendermassen: 

Durch die Abbildung = Z -{- ^Z^ — 1 kann man die Gerade in 
den Einheitskreis der ;8f-Ebene verwandeln , wobei der beliebige Punkt 
wieder ein solcher wird. Für diesen und den Kreis als Elektroden 
sind aber Kreisbüschel und Kreisschaar die Strom- und Spannungs- 
curven. Die entsprechenden der ^-Ebene sind elementar zu con- 
struiren und sind nach Seite 162 die Beciproken eines Büschels car- 
dioidischer Curven nebst Orthogonalschaar gegen einen gewissen 
Kreis. 
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Zwölftes Capitel. 
Algebraische Functionen mit Irrationalitäten. 

§ 89. Zusamnienliang der Wurzeln und Wiuduugspuakte. 

Vieldeutigkeit kann bei algebraischen Functionen nur durch 
das Vorkommen von Wurzeln veranlasst werden, während bei den 
transscendenten Functionen die Periodicitätsverhältnisse massgebend 
sind. Der Mehrdeutigkeit entspricht die Anzahl der Blätter. Ver- 
schwindet eine der vorkommenden Wurzeln für einen bestimmten 
Werth des Arguments, so tritt in der Regel an dieser Stelle eine 
Reduction der Blätterzahl ein, d. h. es hängen dort Blätter zusam- 
men, und zwar in einem Windungspunkte bestimmter Ordnung. 
Das Verschwinden muss aber mit der Aufhebung der Irrationalität 
zusammenhängen, nicht etwa mit dem Verschwinden des Factors 
einer Wurzel. So wird z. B. die Function 

für jer B=> a eindeutig, trotzdem befindet sich au der Stelle z =^ a 
kein Windungspunkt. Dies ergiebt sich sofort aus folgender An- 

schanungsüberlegung: Die Function Z = y\z — ä) {z — h) z bean- 
sprucht für die jEr-Ebene zwei Blätter, die in den Punkten a, &, 
und oo zusammenhängen. Man lege die Verzweigungsschnitte von 
a nach h und von nach oo, dann kann man die Punkte a und 
h so umwandern, dass kein Schnitt überschritten wird, dass man 
also im betreffenden Blatte bleibt. Macht man jetzt h = a, so hat 

man die vorige Function Z =^ {z — d) V^ , und nichts hat sich 
geändert; als dass der Schnitt von a nach h verschwunden ist. 
Auch jetzt lässt uns der Umgang im fraglichen Blatt, ein Ver- 
zweigongspunkt ist also bei z = a nicht vorhanden. 

Wir haben bezüglich der Verzweigungspunkte nur einen Rück- 
blick nothig, da das Wesentliche schon zur Sprache gekommen ist, 
und zwar bei den Beispielen 

und bei den ümkehrungen der rationalen Functionen. Nach den 
bezüglichen Bemerkungen und denen des § 40 wird die Confor- 
mität in den Verzweigungsplmkten gestört, jedoch nur insofern, 
als die besprochenen gleichmässigen Winkelreductionen stattfinden 
und die Vergrosserungsverhältnisse oder oo werden. 

Hat die Function n Blätter, so können dieselben gruppenweise 
an derselben Stelle zusammenhängen. Hängen z. B. von 6 Blättern 
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an derselben Stelle zusammen 1 und 2, ferner 3; 4 und 5, während 
das 6*® einzeln bleibt, so wird ein wiederholter Umgang um die 
Stelle You Blatt 1 aus eyclisch durch die beiden Blätter 1 und 2 
führen, nicht aber in die übrigen. Von Blatt 3 ausgehend wird man 
eyclisch durch die Blätter 3, 4 und 5 gelangen, während der Um- 
gang um Blatt 6 uns in diesem lässt. Figur 56 stellt das Inein- 
anderübergehen der Blätter in der Nähe des Punktes schematisch dar. 

An anderer Stelle der Ebene könnte aber ein anderer Zusam- 
menhaug stattfinden, es kann z. B. 1 mit 3, 2 mit 5 und 6 zusam- 
menhängen, während 4 einzeln bleibt. Dann findet das Entspre- 
chende statt, und der Zusammenhang ist durch Figur 57 veran- 
schaulicht. Natürlich kann sich auch die Zahl der Gruppen ändern. 

Mühelos lässt sich nachweisen, dass jedes willkürlich angQ^om- 
mene Uebergehen der Blätter sich auf cyclische Vertauschungen 
reduciren lässt. Wir verweisen in dieser Hinsicht auf Abschnitt III 
der Functionen theorie von Durege, der die dem Leser bereits be- 
kannten Dinge im Zusammenhange darstellt. Dort wird auch der 
Nachweis geliefert, dass man stets im Stande ist, die Vieldeutigkeit 
der algebraischen Functionen in eine Eindeutigkeit des Ortes ßu ver- 
wandeln. Auch Abschnitt VII des genannten Lehrbuchs, „Ueber 
das unendlich gross und unendlich klein Werden der Functionen^ 
spricht sich unter B, ;, Functionen mit Verz^eigungspunkten^, über 
die betreifenden Verhältnisse sehr anschaulich aus. 

§ 90. Die durchfährbaren irrationalen Verwandtschaften. 

In Capitel XI wurde gezeigt, inwiefern die rationalen Ver- 
wandtschaften und ihre Umkehrungen durchführbar sind. Das Ver- 
halten beider Ebenen und ihre wesentlichen geometrischen Bezie- 
hungen Hessen sich stets erörtern, besonders dann, wenn die Zer- 
legung der rationalen Function in Factoren möglich, oder die 
Function direct als Product solcher Eactoren gegeben war. 

FrincipieU durchführbar sind demnach bezüglich der Verwandt- 
Schaftstheorie alle Combinationen der rationalen Functionen und 
solcher irrationalen^ deren Umkehrungen rationale Functionen sind. 

Unter f und /\ wollen wir stets rationale Functionen, unter q> 
und 9, die Umkehrungen solcher verstehen. 

1) Es sei f{Z) = f^{0'), dann ist'Z=(p[f^{0)'], = q)i[f{Z)]. 
Die gegenseitigen Beziehungen der Z- und der ^er- Ebene ergeben 
sich mit Hilfe einer g-Ebene, für welche g = f{Z) und S = /i W ist- 
Damit sind die Beziehungen erledigt, die sich aus der Auflösung 
von Gleichungen folgender Form explicit ergeben: 
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2) Es sei q>{Z) = /; (^), also Z = /*[/; (^)] und ^ = 9), [g^C^)] . 
Mit Hilfe der Ebene g = 9(Z), l = f^{z) erledigt sieh die Ver- 
wandtschaft 

^n^w + K^ir~'w + • • • + &i/*(z) + *o 

nebst ihrer Umkehrung. 

3) Ist f{Z) = g?|(jef), so hat man den Fall 2) mit geringfügiger 
Vertauschung. 

4) Ist endlich q){Z) = q)^ {e\ also Z = f[g)^ (je?)], ;8; = /^ [9?(Z)], 
so erledigen sich Verwandtschaften von der Form 

Der Leser übe sich an Combiuationen der bereits vollständig be- 
handelten Beispiele nach diesen vier Fällen. 

5) Die allgemeinsten algebraischen Functionen Z ergeben sich 
als Auflösungen von Gleichungen von der Form 

wobei die Factoren verschiedene rationale Functionen von z sind. 
Allgemeine Sätze über diese Functionen geben die genannten Lehr- 
bücher an; besonders Eönigsberger in der neunten Vorlesung 
seiner Theorie der elliptischen Functionen. Von einer expliciten 
Durchführung der betreffenden isogonalen Verwandtschaften kann 
aber vorläufig noch nicht die Rede sein. Nur in Specialfällen lässt 
sich eine vollständige Behandlung ermöglichen. 

Das einzige weitergehende Beispiel ^ welches dem Verfasser 
bekannt geworden ist; gab Linde mann im 19. Bande der Mathem. 
Annalen, Seite 323 — 386, ^Entwicklung der Functionen einer com- 
plexen Variabelen nach Lame'schen Functionen und nach Zuge- 
ordneten der Kugelfunctionen". In § 2 wird dort die Abbildung 

^ yz* — 6« - Vz^ — c^ 

behandelt. 

§ 91. Litteratur. 

Abgesehen von den bereits citirten Lehrbüchern sei für Gapitel 
XII folgende Litteratur angegeben: 

Lüroth: Note über Verzweigungsschnitte und Querschnitte in 
einer Riemann'schen Fläche. Mathem. Annalen, IV, 1871, Seite 
181—184. 
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Clebsch; Zur Theorie der Riemann'schen Fläche. Mathem. 
Annalen, VI, 1873, Seite 216—230. 

Nöther: Zur Theorie der algebraischen Functionen. Mathem. 
Annalen VI, 1873, Seite 351-359. 

Brill und Nöther: üeber die algebraischen Functionen und ihre 
Anwendung in der Geometrie. Math. Ann., VII, 1874, S. 269 — 310. 

F. Klein: üeber eine neue Art Riemann'scher Flächen. Mathem. 
Annalen, VII, 1874, Seite 558-566. X, 1876, Seite 398—416. 

Derselbe: Ueber den Zusammenhang der Flächen. Mathem. 
Annalen, IX, 1876, Seite 476-482. 

W. Dyck: Ueber Aufstellung und Untersuchung von Gruppe 
und Irrationalität regulärer Biemann'scher Flächen. Mathem. Anna- 
len, XVII, 1880, Seite 473-509. 

Derselbe: Notiz über eine reguläre Biemann'sche Fläche vom 
Geschlechte drei und die zugehörige Normalcurve 4*®' Ordnung. 
Mathem. Annalen, XVII, Seite 510-516. 

Thomae: Ueber die algebraischen Functionen, die zu gegebenen 
Riemann'schen Flächen gehören. Mathem. Annalen, XVIII, 1881, 
Seite 443. 

Chwolson: Ueber das Problem der Stromverzweigung in einer 
ebenen Platte. Zeitschr. für Mathem. u. Phys. XXIII, 1878, S.47— 60. 

Weber: üeber ein Problem der Abbildung. Mathem. Ann. II, 
1870, Seite 140 (betrifft die Lemniscate und den Kreis). 

Hans Meyer: Ueber die von geraden Linien und von Kegel- 
schnitten gebildeten Schaaren von Isothermen, sowie über einige 
von speciellen Curven 3*®' Ordnung gebildeten Schaaren von Iso- 
thermen. Inauguraldissertation, Göttingen 1879. 

Die Abhandlung löst die Aufgabe, aus zwei unendlich benach- 
barten Curven einer Isothermenschaar die Schaar zu bestimmen, 
behandelt einige Specialfälle und bestimmt alle rationalen Functio- 
nen, durch deren Vermittlung eine Parallelenschaar auf eine 
Schaar von Curven 3*^' Ordnung abgebildet wird. Als solche Func- 

tionen ergeben sich At, = z(z^ -{- a) und 4g = — ^-- Die durch 

Badii vectores darzustellenden Eigenschaften der Curven 3*®' Ord- 
nung kommen jedoch nicht zur Sprache. 
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Die Abbildungen Z = lg ^ und z^=e^ und ihre Combina- 
tionen mit anderen Verwandtschaften. 

§ 92. Die fundamentalen Beziehungen zwischen beiden Ebenen. 

Mit der BetracIituDg des natürlichen Logarithmus und seiner 
Umkehrong; der Exponentialfunction , treten wir in das Gebiet der 
transscendenten Functionen ein. Schon in § 7 wurde die Vieldeu- 
tigkeit der ersteren, die Periodicitat der letzteren Function ange- 
deutet. Dort zeigte sich auch, dass die Kreise um den Nullpunkt 
der j?-Ebene in die verticale Parallelenschaar der Z-Ebene^ die Ge- 
raden durch den Nullpunkt in die horizontale Parallelenschaar über- 
gehen, dass ferner jedes Blatt der jer- Ebene einem unbegrenzt langen 
Horizontalsireifen von der Breite 2% entspricht. Figur 8 stellte 
diese Verhältnisse deutUch dar. 

Aus den in § 7 entwickelten Formeln 

1) Z=lgr, r=ip 

2) a; = e^ cos F, y = e^ sin IT 

ergiebt sich, dass in beiden Ebenen sich folgende Gurvensysteme 
entsprechen ; 



3) /-(Z, F) - 



und 



4) /•(c', r) ^ 



und 



/•(lg r, ») = 

f [lg /i^ +?, a«tan |] =0 

/•(r, ^) = 

f\^l^W, arctaii-|] = 

f{r, cn = 



5) f(e^, e^) = 



und 



/ 



}/x^-\-ff, e 



arctan — 



= 



6) f{e^ cos T, e^ sin Z) = und f{xy) = 0. 

Dass die logarithmische Abbildung den Zusammenhang zwischen der 
JPtölemäischen Polarkarte und der Mercatorkarte vermittelt, war 
gleichfalls in § 7 angedeutet. Aus den Relationen 3) bis 6) er- 
kennt man, wie bequem der analytische Uebergang von beliebigen 
Curven auf der einen Karte zu dem entsprechenden der andern ist. 

Speciell entspricht der Geraden X = a der Kreis lg r = a um 
den Nullpunkt, sämmtlichen Geraden Y = h + 2njc die Gerade 
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von der Neigung d' = b durch den Nullpunkt. Dass die linken 
Seiten der Gleichungen 

— lg {x^ + y^) = ö und arctan -^ = 6 

der DiflFerentialgleichung ^u = genügen , woraus sich der isother- 
mische Charakter der fraglichen üurvenschaaren ergiebt; ist dem 
Leser gleichfalls bekannte 

Der Geraden Y — AX = c entspricht die logarithmische Spirale 

7) d' — Älg r = c 

oder, wenn man e^=x und x~^=x^ setzt, 
7*) r = C|X^. 

Setzt man in 7) Cartesische Coordinaten ein, so genügt die Glei- 
chung mit der linken Seite der Differentialgleichung z/m = 0. Dem- 
nach sind die gleichwinkligen logarithmischen Spiralen isothermische 
Curvensysteme. Giebt man c eine arithmetische Werthreihe, so wird 
die Ebene in ein System congruenter spiralischer Streifen zerlegt, 
und die Zeichnungen der einzelnen Blätter decken sich, wenn das 

Intervall der Reihe c = — ist. Die Orthogonalschaar, welche die 

Eintheilung in ^ähnliche Rechtecke^ vollendet, kann in der Form 

8) ^ + -^ lg r = c, 

geschrieben werden. Die isogonalen Trajectorien einer solchen Spi- 
ralenschaar sind wiederum logarithmische Spiralen. Durch Figur 58 
wird die quadratische Eintheilung der ^-Ebene durch logarithmische 
Spiralenschaaren dargestellt. 

Von kartographischer Bedeutung sind noch die Curvensysteme, 
welche beliebigen Geraden und Kreisen der jsr- Ebene entsprechen. 
So geht z. B. der Kreis 

oder 

4- lg [r2 — 2r (a cos a- + 6 sin d') + d^ + b^] = c 

über in die Curve 
9) ~ lg p^ — 2e^ fa cos Y+b sin y\ + a^ -{- ¥1= c, 

während die Gerade arctan ^"" = y in die Curve 

10) arctan -^ «= y 
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übergeht. Die Curven 9) geben z. B. auf der Mereatorkarte Punkte 
an ; deren entsprechende auf dem Globus gleichen Abstand von einem 
gegebenen Punkte seiner Oberfläche haben. Im speciellen Falle ent- 
sprechen sie grossten Kreisen desselben, geben also z. B. die 
Grenze zwischen Tag und Nacht oder oder die Grenze für die Sicht- 
barkeit einer Himmelserscheinung an. Schon aus diesem Grunde 
verdienen sie bei der allgemeinen Anwendung der Merkatorkarte 
ein eingehenderes Studium. Der Verfasser möchte die durch 9) und 
10) dargestellten Linien als Mercatorcurven bezeichnen. Sie sind 
direct in der Form geschrieben , in denen die linke Seite der Difie- 
' rentialgleichung Au = genügt. 

Die singulären Punkte ergeben sich, ebenso wie die Vergrosse- 

rungsverhaltnisse, aus der Gleicimng Z'= — . Dieser DiflPerential- 

quotient wird Null für den Puukt z = cx>f der Z = -{- oo entspricht, 
er wird oo für den Punkt ^er = 0, der Z = — oo entspricht. Der 
Nullpunkt und der unendliche Punkt an der ;8r-Ebene sind durch den 
Verzweigungsschnitt zu verbinden, längs dessen der Uebergang von 
jedem der unendlich vielen Blätter nach dem nächsten vor sich geht. 
Jeder Umkreisung des Nullpunktes entspricht eine Wanderung um 
2xi in der Z-Ebene. An Figur 46 ist nur das Röckkehren der un- 
tersten Ebene zu vermeiden, dann hat man das Verhalten dreier 
der Ebenen. Er ist demnach ein Windungspunkt von unendlich 
hoher Ordnung. — Die Z-Ebene ist selbstverständlich einblättrig. 

Der Leser beweise selbst folgende Sätze: 

1) Der Symmetrie (Spiegelung) gegen jede der Geraden Y ^=^1) 
entspricht die Symmetrie gegen jede der Geraden 0* = 6 durch den 
Nullpunkt der ;er-Ebene. 

2) Der Spiegelung gegen die Gerade X = a entspricht Reci- 
procität gegen den Kreis r = e« . 

3) Der verticalen Parallelverschiebung eines starren Gebildes 
der Z-Ebene entspricht Drehung des entsprechenden Gebildes der 
jer-Ebene, wobei dasselbe gleichfalls unverändert bleibt. 

4) Die horizontale Parallelverschiebung eines starren Gebildes 
der Z-Ebene giebt ein Anschwellen (oder Zusammenschwinden) des 
entsprechenden Gebildes der jsr- Ebene, wobei letzteres sich selbst 
stets ähnlich bleibt und für seine verschiedenen Lagen den Null- 
punkt zum äusseren Aehnlichkeitspunkte hat. Gongruenten Gebilden 
der Z- Ebene also, die nicht gegeneinander verdreht sind, ent- 
sprechen ähnliche Gebilde der ^- Ebene. Geschieht der Uebergang 
des ersteren Gebildes von der einen Lage in die andere durch ge- 
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radlinige Parallel Verschiebung, so wandern die Punkte des entspre- 
chenden Gebildes auf logarithmischen Spiralen. 

5) Je zwei ähnlichen Gebilden der jgf- Ebene entsprechen nur 
dann congruente der Z- Ebene, wenn sich das eine durch blosse 
Drehung um den Nullpunkt zu dem andern in directe perspectivische 
Lage versetzen lässt, wobei der Nullpunkt das Centrum der Aehn- 
lichkeit wird. Was folgt daraus für alle Geraden der jer- Ebene, 
ebenso für alle Kreise durch ihren Nullpunkt? Was z. B. für das 
Kreisbüschel durch und 1? 

6) Isothermische Spiegelung gegen die logarithmische Spirale 
verwandelt log. Spiralen desselben Polpunktes wieder in solche. 

§ 93. Eigenschaften der logarithmischen Spirale. 

Dieselben lassen sich nach den vorigen Bemerkungen direct aus 
denen der Geraden ableiten. Die wichtigsten sollen ohne ausführ- 
lichen Beweis angegeben werden.*) 

1) Die logarithmische Spirale schneidet jeden ,, Radius^ unend- 
lich oft und macht unendlich viele Windungen um den Nullpunkt. 

2) Folgen die Abweichungen einer Punktreihe auf logarithmi- 
scher Spirale arithmetisch aufeinander, so nehmen die Radien geo- 
metrisch zu oder ab. Die entsprechenden Theile der Curven sind 
ähnlich. 

3) Durch jeden Punkt geht eine und nur eine log. Spirale ge- 
gebenen Centrums und Schnitt winkeis. Dieselbe trifiPb sich selbst 
nirgends wieder. 

4) Sämmtliche log. Spiralen desselben Schnittwinkels sind con- 
gruent. Durch Drehung um das Gentrum erhält man sämmtliche 
von gleichem Centrum. 

5) Inversion mittels eines Kreises um das Centrum verwandelt 
jede logarithmische Spirale in eine ihr symmetrische Spirale. 

6) Gerade, welche die logarithmische Spirale unter constantem 
Winkel schneiden, umhüllen eine congruente Spirale. Schneiden 
sie unter 90®, so erhält man die Evolute, Daraus ergeben sich ele- 
mentare Constructionen des Krümmungsmittelpunktes, sobald Cen- 
trum und Schnittwinkel der Spirale bekannt sind. In welche Sätze 
gehen die unter 6) genannten durch Inversion gegen einen Kreis 
um das Centrum über? 

7) Der Krümmungskreis schneidet die log. Spirale nur einmal^ 
der eine Theil der Curve liegt also ganz innerhalb, der andere gans 

*) Die sehr einfachen Beweise befinden sich in der Abhandlung des Ver- 
fassers über die logarithmische Abbildung im 16. Bande der Zeitschr. fSr Math, 
und Physik. 
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ausserhalb des Krümmungskreises. Die sämmtlichen Erümmongs- 
kreise erfüllen die ganze Ebene stetig, ohne sich zu schneiden^ sie 
geben also eine ^spiraloidische Kreisschaar^ von merkwürdigen 
Eigenschaften. Durch jeden Punkt der Ebene geht für jede Spirale 
einer gleichwinkligen Schaar nur ein Erümmungskreis. Die Berüh- 
rungspunkte jedes Ereises mit seiner Spirale liegen auf dem Erüm- 
mungskreise der durch den Punkt gehenden Spirale. Darauf beruht 
eine einfache Construction des durch einen beliebigen Punkt gehen- 
den Erümmungskreises für eine gegebene Spirale. 

8) Die von einem beliebigen Punkte an eine gleichwinklige 
Spiralschaar gelegten Tangenten berühren in Punkten eines Ereises^ 
welcher durch den gegebenen Punkt, den Nullpunkt und den entspre- 
chenden Erümmungsmittelpunkt der durch den gegebenen Punkt 
gehenden Spirale geht. Parallele Tangenten z. B. berühren auf einer 
Geraden durch den Nullpunkt. 

9) Ereisreihen in dem Streifen zwischen zwei Spiralen einer 
gleichwinkligen Schaar, welche die beiden Spiralen und sich selbst 
aufeinander folgend berühren , haben ihre Berührungspunkte auf der 
Spirale, die um gleiche und entgegengesetzte Winkel gegen die 
beiden ersten gedreht ist. (Der Streifen ist durch sie isothermisch 
halbirt. Für je zwei solcher Ereise ist gewissermassen der Null- 
punkt spiraloidischer Aehnlichkeitspunkt.) 

10) Werden zwei Spiralen derselben Schaar auf constanten ver- 
schiedenen Temperaturen erhalten, so sind Spiralen derselben Schaar 
Isothermen y die orthogonalen Spiralen Stromlinien. Die entspre- 
chenden hydrodynamischen und elektrodynamischen Deutungen er- 
geben sich von selbst. — 

Auch über sich schneidende logarithmische Spiralen desselben 
CentnunS; die also verschiedene Schnittwinkel haben ^ lassen sich 
zahlreiche Sätze aussprechen. 



§ 94. Gartographisches. 

Man denke sich eine vollständige Polarkarte nach Ptolemäus 
in der Weise construirt, wie es in der Einleitung angegeben wurde, 
denke sich ferner den Aequator der entsprechenden Mercatorkarte 
yertical, die Pole also rechts und links in unendlicher Entfernung, 
und zwar so, dass Z «» lg jsr die analytische Beziehung beider Ebenen 
zu einander ausdrückt. Die Meridiane und Parallelkreise des Globus 
sind auf der ersten Earte in ein Strahlenbüschel und in die con- 
centrische Ereisschaar um den Nullpunkt übergegangen, und zwar 
findet zfdschen Original und Abbildung Oonformität statt. Den 

Holxmfiller, isogonale Verwandtschaften. 16 
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loxodromischeu Linien (Schiflffahrtslinien) der Engel entsprechen 
alsO; wie in der Einleitung angedeutet wurde ^ logarithmische Spi- 
ralen ; und diesen nach § 92 auf der Mercatorkarte gerade Linien. 

Ist nun g der Winkelabstand eines ptolemäisch projicirten Punktes 
von dem Pole^ in dem die Projectionsebene berührt, so lässt sich 

mit Hülfe des Peripheriewinkels -|- leicht elementar beweisen, dass 

t 

man durch Division mit cos^ 4~ ^^^ ^^^ Bogenelement d^ der Engel 
das entsprechende Bogenelement d0 der Projectionsebene erhält. Es 
ist also 



2 I 
COS^ -f- 



Bei der Abbildung Z =lg I3 wird aber dZ = — , wo r der proji- 
cirte Polabstand , also [wenn der Eugeldurchmesser gleich 1 gesetzt 

wird] gleich tan ^ ist. Letzterer Werth eingesetzt giebt 

n^ dz di 2di 

tan -|- tan -|- cos^ -|- * 

Das VergrösserungsverhäUniss zwischen dem Eugelelement und dem 

entsprechenden Elemente der Mercatorkarte ist also -=— |, d. h. es 

ist umgekehrt proportional dem Sinus des Poldbstandes. Mit Hülfe 
der reciproken Höhen der sinus-Curven lässt sich also das nach den 
Polen zunehmende Vergrösserungsverhältniss leicht graphisch dar- 
stellen. Beliebigen Eugelkreisen entsprechen nun im Allgemeinen 
Curven von der Form 9. Umschliessen die Ereise den projicirten 
und damit auch den projicirenden Pol, so sind die Mercätorcurven 
Wellenlinien, die aus congruenten Theilen bestehen. Jede Welle 
hat dabei die senkrechte Basis 27t, auf der ihre Symmetriease senk- 
recht steht. Der Wendepunkt jeder halben Wellenlinie liegt auf 
der Mitte der Höhe. Er theilt die Linie wiederum in congruente 
Theile, so dass jede Wellenlinie 4 congruente Theile hat. Schliesst 
hingegen der Ereis die Pole aus, so entsteht ein unendlich oft 
wiederholtes Oval, welches zwei orthogonale Symmetrieaxen hat. 
Geht endlich der Ereis durch einen der Pole, so entstehen in der 
Ptolemäischen Projection entweder Gerade, oder Ereise durch den 
Nullpunkt, die unter gewissen Bedingungen den letzteren zum Aehn- 
lichkeitspunkte haben. Dann hat man in der Mercatorkarte Ovale, 
deren Mittelpunkt nach + oo oder — cx) ßllt, während ihre Hohe 
im Unendlichen gleich 2 7t ist. Man hat also nach der Bemerkung 5 
des § 92 lauter congruente Curven, die entweder nach rechts, oder 



§ 95. Combinationen mit anderen Verwandtschaften. 243 

nach links offen sind, und deren Gleichung sich auf die Form 10 
reducireu ^st. 

Man kann die Geometrie dieser Curven in grosser Vollständig- 
keit aus der Geometrie des Kreises und der Geraden direct ableiten. 
Sie sind, wie schon gesagt, besonders für die Darstellung gewisser 
astronomischer Verhältnisse auf der Mercatorkarte massgebend, und 
insofern des Studiums werth. Dass mit ihnen als isothermischen 
Curven auch physicalische Probleme gelöst werden können ; ist 
selbstverständlich. Die unendlich langen Ovale findet man z. B. 
auf S. 49 der ;, theoretischen Hydrodynamik^ von Auerbach in 
Fig. 5 wiedergegeben , womit ein Wink für weitere Ausbeutung ge- 
geben sein mag. Der Leser versuche selbst die den einfachsten Iso- 
thermenschaaren der ;8r-£bene (welche mit Kreisen und Geraden zu* 
sammenhangen ; aber gegen den Nullpunkt beliebige Lage haben) 
entsprechenden Schaaren der Mercatorcurven mit Annäherung zu 
construiren und die zugehörigen mathematisch -geographischen und 
physicalischen Deutungen zu geben. Es handelt sich dabei z. B. um 
den stationären Zustand unendlich lauger Streifen^ in welche unter 
g^ebenen Bedingungen Elektricität einströmt und abgeleitet wird. 
Leicht ist z. B. der Fall zu behandeln, für welchen die Elektricität 
in einem Punkte der Mittellinie einströmt , während sie auf den 
beiden Grenzlinien gleichmässig abgeleitet wird. 

• 

§ 95. Combinationen mit anderen Terwandtseliaften. 

Die Transformation Z = lg — ~-^ combinirt die logarithmische 
Abbildung mit der Kreisverwandtschaft. Ihre Umkehrung, die von 

der Form j? = ^'^y"*" ' ist, verwandelt die horizontale Parallelen- 

schaar der Z-Ebene in ein Kreisbüschel, die verticale in die ortho- 
gonale Ereisschaar, während beliebige andere Parallelenschaaren 
in die logarithmischen Doppelspiralen des § 19 übergehen, deren 
Eigenschaften sofort aus denen der Geraden oder der logarithmischen 
Spiralen folgen. Die einfachste Gestalt der Gleichung der letzteren 
Gurren ist 

Die Aufgabe, , diese Gleichung in der isothermischen Form zu 
schreiben, die der partiellen Differentialgleichung ^u = genügt, 
ist ein einfaches üebungsbeispiel. Durch Figur 59 wird das System 
dargestellt. Dasselbe lässt sich als ptolemäische Projection einer 

16* 
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beliebig liegenden Loxodromenschaar nebst Orthogonalschaar be- 
trachten. Einige Eigenschaften mögen zu den in § 19 erwähnten 
ohne Beweis*) hinzngefQgt werden. 

1) Sämmtliche gleichwinkligen Doppelspiralen stehen in Ereis- 
verwandtschaft. 

2) Zu jeder giebt es in derselben Schaar eine congraente; nur 
zwei Grenzfalle sind auszunehmen: der eine giebt die in gewissem 
Sinne symmetrische Spirale durch den Halbirungspunkt der Strecke 
zwischen den Polpunkten, der andere die einzige durch den unend- 
lichen Punkt gehende, also mit Asymptoten durch den genannten 
Halbirungspunkt versehenen. Dasselbe gilt von der Orthogonalschaar. 

3) Jede isogonale Trajectorienschaar einer solchen Doppelspi- 
ralen schaar ist wiederum eine solche. 

4) Die Beihe von Berührungskreisen in einem Streifen zwischen 
zwei Spiralen derselben Schaar hat ihre Berührungspunkte auf der 
;, isothermisch halbirenden^ Doppelspirale. Rotation sämmtlicher ein- 
geschriebener Kreise um ihr Centrum führt auf eine der Cyclide 
verwandte transcendente Fläche. 

5) Kreise durch den einen Pol, welche die Doppelspirale gleich- 
winklig schneiden, geben als Enveloppe eine gleichwinklige Doppel- 
spirale. 

6) Die Tangenten, welche sich von dem einen Polpunkt-e aus 
an eine Schaar dieser üurven legen lassen, haben ihre Berührungs- 
punkte auf einer Geraden durch den andern Pol, welcher der zur 
Schaar gehörigen Asymptote parallel ist. 

7) Zieht man durch den einen Pol eines solchen Curvensystems 
eine Parallele zur Asymptote und bildet man in den Schnittpunkten 
die Normalen, so gehen diese durch den andern Pol. 

8) Die Krümmungskreise schneiden die Doppelspirale niur je 
einmal, sie erfüllen die ganze Ebene stetig und bilden eine E[reis- 
schaar von merkwürdigen Eigenschaften. 

9) Jede Doppelspirale einer Schaar hat einen Wendepunkt. Alle 
Wendepunkte liegen auf der Asymptote der Schaar. 

10) Für eine Schaar von Doppelspiralen geht durch jeden Punkt 
der Ebene ein und nur ein Krümmungskreis. Die Berührungspunkte 
sämmtlicher liegen auf demjenigen dieser Kreise, der durch den ge- 
gebenen Punkt geht. 

11) Die hydrodynamischen, elektrodynamischen und wärmetheo- 
retischen Deutungen versuche der Leser selbät. 



*) Die leichten Beweise befinden sich in des Verfassers Abhandlung über 
die log. Abbildung im 16. Bande der Zeitschr. für Mathem. u. Phys. 
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In gleicher Weise giebt die Abbildung Z =\g}/z den Zu- 
sammenhang zwischen den Parallelenschaaren und den confocalen 
Lemniscaten 2^" Ordnung nebst ihren isogonalen Trajectorien, deren 
Eigenschaften sich ebenso leicht entwickeln lassen, wie die der 
Doppelspiralen. (Vgl. § 51). Die Erweiterung nach den Lemnis- 
caten höherer Ordnung hin ist leicht auszuführen. 

Ebenso giebt die Abbildung Z =\g[0 -\- j/z'^ — 1] die Trans- 
formation der confocalen Ellipsen und Hyperbeln nebst ihren iso- 
gonalen Trajectorien in die Parallelenschaaren. (Vgl. Cap. VIII.) 

Die ümkehrung ^= „ {e^ -{- e~^) führt direct auf die Abbildung 

sa cos Zi, die im nächsten Abschnitt zur Sprache kommt. 

Der reelle und der imaginäre Theil der so abbildenden Func- 
tionen geben nach § 42 stets die Isothermengleichungen in der 
Form, welche der Poteutialgleichung genügt. 

§ 96. Litteratur. 

Die Litteratur über den eigentlichen Gegenstand dieses Capitels 
ist wenig umfangreich^ mehr existirt über das kartographische Gebiet. 

Ueber letzteres vergleiche man das Handbuch der Mathem. Phys. 
u. s. w. von Rud. Wolf. Bd. II S. 151 etc. Dort wird über die 
stereographische Projection des Ptolemäus resp. Hipparch das 
Noihige mitgetheilt. Auf S. 153 kommt Gerhard Krem er (Mer- 
cator) zur Sprache, der von 1512 — 1595 lebte. Letzterer konnte, 
da die höheren Rechnungen zu seiner Zeit noch nicht existirten, die 
Regel der Kartenconstruction nur folgend ermassen geben: ^Gradus 
latitudinum versus utrumque polum auximus pro incremento paralle- 
lorum supra rationem quam habent ad aequinoctialem^, d. h. man 
lässt die Breitengrade in dem Verhältnisse wachsen , in welchem die 
Parallelkreise zum Aequator stehen. An Stelle von l und h (Länge 
und Breite) des Originals tritt 

li = l und 6, = lg tan ^45« + ^\ 

im Bilde, wenn der Halbmesser zur Einheit genommen wird. 

Prof. Thomae stellt diese kartographischen Dinge in einem 
Vortrage vom Jahre 1876, abgedruckt in den Berichten der natur- 
forschenden Gesellschaft zu Freiburg i. Br. (Bd. VII, Heft 1) in 
interessanter Weise zusammen. 

Lambert leitet in den schon citirten Beiträgen das Wesent- 
liche der Mercatorprojection wissenschaftlich ab. 

Ueber die stereographische Projection spricht sich neben den 
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Lehrbücheru der Earthographie Klug eis Wörterbuch ausführlicher 
aus. Auch in Grunerts Archiv Bd. 39 S. 332 werden die Haupt- 
eigenschafteu entwickelt. 

Am^tein nennt in dem der citirten Dissertation vorausge- 
schickten historischen Abriss noch Kästner (Dissert. mathem. et 
phys.), und Euler [de repraesentatione superficiei sphaericae super 
piano, Acta acad. scient. imp. petrop. 1777. I]. 

Lagrange und Gauss sind bereits citirt. 

Die Geometrie der logarithmischen Spiralen und Doppelspiralen 
auf Grundlage der conformen Abbildung gab der Verfasser im 16. 
Bande der Zeitschr. für Mathem. u. Phys. 

Hierher gehören noch die kinematischen Untersuchungen von 
Burmester über kreisverwandt- veränderliche Systeme im 20. Bd. 
der Zeitschr. für Mathem. u. Phys. S. 405—422, wo die log. Doppel- 
spiralen zur Sprache kommen. 

Die Aehnlichkeitstransformationen und ihre Beziehungen zu den 
metrischen Relationen der logarithmischen Spirale kommen zur 
Sprache bei Clebsch (Lindemann), Vorlesungen über Geometrie, 
S. 995. 

Hicks: On velocity and electric potentials between two parallel 
planes, Quat. J. of pure and applic. mathem. t, XV, 274 — 315 
(1877/78), ferner: 

Maxwell, Treatise on electricity and magnetism, 2'® ed. 1881, 
behandeln einige physicalische Beispiele, welche unendliche Streifen 
betreffen. 



Vierzehntes Capitel. 

Abbildung mittels der Kreisfunctionen und ihrer 

Umkehrungen. 

§ 97. Die Abbildungen Z = co& z und z = arccos Z. 

Das Additionstheorem giebt die beiden Gleichungen 

1) X + Fi = cos {x + y i) = cos a; cos y i + sin x sin yi . 
Durch Addition und Subtraction erhält man' 

2) X = cos X cos yi = cos x (Jof y*) 

*) Einiger Vereinfachungen der Schreibweise halber werden die Hyperbel- 
functioncn eingeführt, und zwar mit denselben Zeichen, wie in dem Lehr- 
buche von Günther über dieselben. So wird z. B. in Gl. 3) das scheinbar 
Imaginäre entfernt, und in Gl. 7*) tritt eine erhebliche Abkürzung ein. 
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Q\ V ein X Bin yi . ^. 

o) r = — ^. — ^ = — sinrc ©my. 

Aehulich, wie iu § 61; eliminire man x und y durch Quadrirung 
und Addition resp. Subtraction. Man erhält 

4) ^' - ^- = 1 

C08*a; sin'a; ' 

^ cos«yi 8in*2/t \5o\^y ' ein*j/ r(^\|.e-y)2 

4 

4 

Der Linie x = a, überhaupt sämpitlichen Linien a; = a + 2w;r ent- 
spricht also die Hyperbel 

^) ^"?H^ = 1' ^^^^ P-Ö = 2co8a, 

also in isothermischer Schreibweise, die der Gleichung Aw = 
Genüge leistet, sobald man Cartesische Coordinaten einsetzt: 

6*) arccos ~-^ = a. 

Den Linien y = + & entspricht die Ellipse 

4 4 

oder P+ Ö=^e'* + e-* = 2 Gof &, 
in isothermischer Schreibweise also 

7») lg[^ + /(?4e)Cl] = 6, oder 9lrc(.Sciq:«=&. 

Man vergleiche hierzu 8. 153. Die Brennpunkte der Kegelschnitte 
sind die Punkte + 1, die Ualbaxen der Ellipsen sind (Sof h und 
(Sin 6, die der Hyperbeln sind cos a und sin a, so dass sich der 
Neigungswinkel a für die Asymptote des ersten Quadranten ergiebt 
und arithmetischen Werthfolgen von a arithmetisch auf einander 
folgende Neigungswinkel der Asymptoten entsprechen. Es handelt 
sich also um die schon in Cap. Vlll besprochenen Isotherraen- 
schaaren, deren physikalische Bedeutung ebenfalls schon erörtert ist. 
Ganz anderer Art, wie in Cap. VIII, verhalten sich die Rie- 
mann'schen Blätter der Z- Ebene, über die wir uns ausführlicher 
verbreiten wollen. Ein Blick auf die Figur 60 a und 60 b, welche 
das gegenseitige Entsprechen beider Ebenen darstellt, zeigt, dass 
der reellen Axe von — 1 bis + ^^ i*i der Z-Ebene die sämmtlichen 
Linien a? = + 2w;r, der imaginären Axe von — 1 bis oo die sämmt- 
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liehen Linien x = +2 (n -{- 1)7C entsprechen. Jedem verticalen 
Streifen von der Breite 2;r in der ;2f-Ebene entspricht nach der Figur 
die doppelt zu denkende ZEbene. Während also die erstere schlicht 
ist, besteht letztere aus unendlich vielen Blättern. Die Verzweigungs- 
punkte ergeben sieh aus den DiflFerentialquotienten Z'= — sin 0y 
welcher für =^ + 2nn: verschwindet, d. h. für Punkte, denen in der 
Z-Ebene die Punkte + 1 entsprechen. Diese sind Verzweigungspunkte. 
Ein solcher ist auch der unendliche Punkt der Z-Ebene, in dem 
wiederum alle Blätter zusammenhängen müssen, da ihm die imend- 
lieh fernen Bereiche aller Einzelstreifen der Z- Ebene entsj>rechen. 
Damit stimmt zusammen, dass Z' für unendlich grosses, z. B. als 
00 • i aufzufassendes 0, unendlich gross wird. Man denke sich nun 
die Verzweigungsschnitte der Z- Ebene in die reelle Axe von + 1 
nach — 1 und von + 1 nach 00 gelegt, dann kann man den Zu- 
sammenhang folgendermassen festsetzen. Zwischen + 1 ^^d — 1 
durchkreuzen sich die beiden Schichten jedes Doppelblattes, wäh- 
rend links von — 1 alle Blätter schlicht übereinander liegen. In 
Fig. 60 c ist dieses Verhalten an drei der Doppelebenen dargestellt. 
Der dritte Theil der letzteren Figur zeigt das Verhalten rechts von 
+ 1. Beim üeberschreiten des dortigen Schnittes in der einen 
Richtung gelangt man aus der oberen Schicht jedes Doppelblattes 
in die obere des darunterliegenden Doppelblattes, aus der unteren 
Schicht hingegen in die untere Schicht des darüberliegenden Doppel- 
blattes. (Die unteren Schichten sind in der Figur 60 c besonders 
hervorgehoben.) Dieses verschiedene Verhalten der oberen und un- 
teren Schichten ist nicht willkürlich, sondern nothwendig, und 
stimmt mit dem Verhalten der ^er- Ebene überein. Setzt man z. B. 
fest, dass der unteren Hälfte jedes Streifens der jgf-Ebene die untere 
Schicht des ' entsprechenden Doppelblattes, der oberen Hälfte die 
obere Schicht entsprechen soll, so ergiebt sich Folgendes : Ein kleiner 
Kreis um einen der reellen Punkte +2nn; der jgf- Ebene, z. B. um 
den Punkt 27t führe, im Räume Q rechts drehend beginnend, aus 
der oberen Hälfte des Streifens I in die obere des Streifens II, dann 
in die untere des Streifens 27, darauf in die untere des Streifens I 
und von dort in die obere des Streifens I zurück, wobei er also die 
4 benachbarten Quadrate Q, Ä, Q, Ä, die sich um den Punkt 2^ 
gruppiren, passirt. Der entsprechende kleine Kreis der ^- Ebene 
umgiebt den Punkt -)- 1, muss also, da dort Q and A mit dem 
Winkel 180® statt 90® aneinanderliegen uud da gleichmässige Winkel- 
vergösserung stattfindet, einen doppelten Umgang machen. Ist nun 
1q die obere Schicht des fraglichen Doppelblattes, !„ die untere, ist 
ferner Uq die obere, IIu die untere Schicht des drunterliegenden 
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Doppelblattes, so führt, wie Fig. 60 d uud der zweite und dritte 
Schnitt in Fig. 60c zeigen, der Weg in der That cyclisch durch die 
Blatter 

wobei die Rückkehr nur durch die verschiedene Art der Durchkreu- 
zungen bei gleichem Umgang rechts yon -{- 1 zu ermöglichen war. 

Bei dieser Art des Umgangs ist also + * ^^^ Windungspunkt 
!*•* Ordnung für die so zusammenhängenden Flächengruppen. 

Wird hingegen der Schnitt von + 1 nach — 1 bei dem Um- 
gange um den Punkt + 1 der Z-Ebene nicht mit überschritten, 
indem mau z. B. auf einer der gezeichneten Ellipsen wandert, so 
entsteht, wenn die Wanderung im gleichen Sinne geschah, wie 
Torher, entweder Uebergang 

aus jeder oberen Schicht in die obere Schicht des nächsten dar- 
unterliegenden Doppelblattes, oder aus jeder unteren Schicht in die 
untere Schicht des nächsten darüberliegenden Doppelblattes, z. B. 
wenn man rückwärts negativ zählt, der Gang 

SO dass ein solches Umkreisen unendlich viele Windmtgen giebt, 
ohne zu schliessen. 

Dass endlich der Punkt — 1 der Z-Ebene für kleine ihn um- 
gebende Kreise ein Windungspunkt 1*«' Ordnung ist, wird der 
Leser ohne Weiteres aus den Figuren abnehmen. 

Für den unendlichen Punkt ist besonders darauf aufmerksam 
zu machen, dass in ihm alle unteren Schichten für sich, ebenso 
alle oberen Schichten für sich zusammenhängen, während keine 
einzige obere Schicht mit einer unteren im Zusammenhange steht. 
Man erkennt dies daraus, dass jeder der besprochenen Ellipsenwege 
eine Umkreisung des unendlichen Punktes der Z-Ebene ist. Man 
kann dies auch aus dem Vergleiche mit der Biemann'schen Fläche 
des Capitel YIII schliessen. 

Damit ist der Zusammenhang beider Ebenen endgültig in ein- 
deutiger Weise geregelt. 

Der Leser achte noch auf die Symmetrieverhältnisse innerhalb 
jedes einzelnen Streifens, femer darauf, dass die obere Hälfte jedes 
Verticalstreifens von der Breite 2;r auf ein Blatt der Z-Ebene ab- 
gebildet wird, jedoch ist das Blatt von — 1 nach -{- 1, ebenso von 
-)- 1 nach + oo aufgeschnitten zu denken. Das Verhalten ist also 
etwas anders, als bei der Mercatorprojection. 

In beiden Ebenen entsprechen sich folgende Curvensysteme : 



10) 
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/.r/ '\ f Bin X Bin yi\] .. 
f\ I COS X Gosyijy I -. — ^ j = 

8) fix, T] = und \ ^j^r 

/"[(cos X Qo'i y), (— sin x ©in y)\ =0, 

/• [(arc cos ~^), (sCrc (Sof ^^)] = 
9) ^oder und f{xy) = 0. 

/■[(arc c» ?--«), IgCt-ä + /r?±5)'^"i)] - » 

So geht z. B. die Gleichung der Geraden [- -|^ = 1 über in die 

schon in § 64 gegebene der isogonalen Trajectorien der confo- 
calen Ellipsen- oder Hyperbelschaar^ die sieh also neben der Form 
20) auf Seite 152 noch auf folgende Art schreiben lässt: 

i a« CO. ^ + i. lg [^-S + /(Q^^] _ , , 

,iarc o» ^ +i. «K S.l^ - 1. 

Dass auch sie Isothermenschaaren sind^ ist selbstverständlich. Die 
isothermische Schreibweise ergiebt sich z. B. aus der Gleichung 
y — Äx = h der schrägen Geraden als 

lg [^ + /(^P7+"l] - Ä arc cos ^ = 6 
10*) oder 

2lrc Gof ^^- — A arc cos ^=-^ = &. 

Die linke Seite muss jetzt der partiellen Differentialgleichung A w = 
genügen. In dieser Gestalt geben die Gleichungen z. B. elektrische 
Spannungscurven oder Stromlinien an. [Die Figurentafel zu der 
Abhandlung des Herrn Guebhard*): ^Figuration electrochi? 
mique etc.^ enthält unter Nr. 40 die experimentelle Wiedergabe 
einer von mir angefertigten Zeichnung.] Sie sind leicht mit An- 
näherung in Figuren nach Art 60a als Diagonalcurven einzuzeich- 
nen ^ wodurch man gleichzeitig die Rechteckseintheilung der Ebene 
erhält. Ihre wesentlichen Eigenschaften lassen sich ebenso^ wie es 
im vorigen Capitel mit denen der logarithmischen Spirale geschah, 
ohne Weiteres aus denen der Geraden ableiten. 

Statt der Beziehung 9) könnte man auch folgende einführen. 
Es entsprechen sich 



*) Journal de physique thdorique et appliquäe, 1882, 2. serie, page 205. 
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/■[cosa;, Cof y] = 
P-Q i'+el_n ™j joder 



11) ^[^.^'+_9]=o 



und 



/[^cosa;, — -i^ ^J =0. 



Dabei wird direct vou den elliptischen Coordinaten zu den Carte- 
sischen übergeführt. 

Für einen Zweck des folgenden Abschnitts sei noch angegeben, 
dass den Kreisen lg B = c um den Nullpuukt der Z-Ebene die 
Isothermenschaaren 

12) ^gj/^(^^ + c-2y + 2 cos 2x) = c, 

den Geraden arctan x = y die Isothermenschaaren 

-— tan x\ =^ y 

entsprechen. Die Schreibweise lässt sich vereinfachen, jedoch ge- 
nügt die hier gegebene der DiflFerentialgleichung A w = 0. 



§ 98. Die Abbildung Z =^m0 und ilir Zusammenhang 

mit Z = w^z. 

In derselben Weise, wie in § 97, ergiebt sich, dass den Linien 
a; = a + 2nÄ die Hyperbel 

14) * -= r- = 1> oAer P — = 2sin a, oder aresin — ^ «= a, 

^ Bill* a cos* a ' x/ I 2 ' 

den Linien y = + h die Ellipse 

lö) — f^-. . . , . = 1 , oder jz-ru-r + ^^•T = 1 j 

' 008*6» 8m*o* ' (So)* 6 ' ^m* 6 ' 

oder 9lrc 6of -^ = 6 
entspricht. 

Die Ellipse stimmt mit der des vorigen Abschnitts vollständig 
überein, bei der Hyperbel sind sin a und cos a vertauscht, so dass 
der Neigungswinkel der Asymptote im ersten Quadranten jetzt 
90*^ — a ist, d. h. an Stelle der vorigen Hyperbel ist ihre Comple- 

mentarhyperbel getreten. (Vergl. § 59.) Da nun sin ;ef = ^1 — cos^ z 
ist, so folgt das schon früher bewiesene Resultat, dass bei der Ab- 
bildung Z = yi — 0^ jede Ellipse um + 1 sieb selbst, jede Hyper- 
bel aber in ihre Complementarhyperbel übergeht, ohne weitere 
Rechnung. 

Bei der Abbildung Z == sin ist ferner Z' = cos 0. Die An- 
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gelegenheit der Windungspunkte erledigt sich also wie im vorigen 
Abschnitt. Constanten absoluten Betrags ist der Differentialquo- 
tient für Kreise um den Nullpunkt der Z'-Ebene, d. h. für die dem 
letzteren in der ;er-Ebene entsprechenden Curven, d. h. für die Cur- 
ven 12 des § 97. Dieselben sind also nach § 46 proportionaler 
Länge mit den Curven, welche in der Z-Ebene den Kreisen um 
den Nullpunkt der Z'-Ebene entsprechen-, d. h. (nach § 59) für die 

Lemniscaten j/P . Q = c mit den Brennpunkten + 1 . Polglich 

Der einfache Umgang um die Lemniscate j/P . ^ = c mit dem 
Brennpunkte + 1 ist das c-fache von der Bogenlänge der Curve 



16) ^y^^ + ^"^^ + ^^^^ ^^ ^ ^> 



nur ist letztere auf einen verticalen Flächenstreifen von der Breite 
2^ zu beschränken, sofern sie nicht geschlossen ist. [Im Falle des 
Schliessens handelt es sich natürlich um eins der unendlich vielen 
Ovale.] Für c = 1 findet also Gleichheit der rectificirten Periphe- 
rien statt. Die Resultate, welche die Theorie der elliptischen Func- 
tionen über die Bectification lemniscatischer Curven giebt^), lassen 
sich also direct auf die transscendenten Curven 16) übertragen. 
Bemerkens werth ist, dass^ wenn die Lemniscate aus getrennten 
Ovalen besteht, also für c < 1, auch innerhalb des Streifens von 
der Breite 2 ;r die Curven 16) aus zwei getrennten Ovalen bestehen. 
Für c = 1 stossen dieselben, wie die der gewöhnlichen Lemniscate^ 
rechtwinklig zusammen, was auch nach rechts und links mit den 
periodisch sich anschliessenden Figuren geschieht. Für c > 1 lie- 
gen in dem Streifen, und zwar symmetrisch gegen die reelle Axe, 
zwei getrennte Wellenlinien. Man kann die genannten Curven 
leicht angenähert in die Figur 60b einzeichnen, indem man in die 
quadratisch eingetheilte B'igur 60a Kreise um den Nullpunkt ein- 
trägt und ihren Verlauf in den entsprechenden Quadraten von 60b 
markirt. 

Die Curven 16) oder noch besser 12) lösen z. B. folgendes 



n 



Problem: In den Streifen von der Breite ä werde an der Stelle 

Elektricität eingeleitet, im Unendlichen abgeleitet, dann sind die 
Curven 12) Spannungscurven, die Curven 13) Stromlinien. Der 
Gegenstand lässt sich mühelos weiter verfolgen. 

Ueber die Behandlung der Abbildung z =■ aresin Z mit Hilfe 
des Integrals 



*) Vergl. z. B. Schlömilch, Comp, der Analysis, II. Seite 339 (2. Aufl.). 
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informire man sich nach den Lehrbüchern, z. B. nach Durege. 



§ 99. Die Abbildungen Z = tan z und z = arctan Z. 

Aus x-\'yi=^ arctan (X + Yi) folgt x — yi = arctan X — Yiy 
also durch Addition und Subtraction 

2x = arctan ^ _ ^^ ^^ , 2yi = arctan -^ ^x}-]^i) • 

Den Linien x = a^rnt entspricht also das Kreisbüscliel durch 
+ i mit der Gleichung 

1) ^ —"(X* + r*) "^ ^^ ^ ^^ 

den Linien y == + & die orthogonale Kreisschaar 
o\ 2 Y tan 26t ,^ 07 

2) r+W+T^) r- = ^^^^ ^ ^ • 

Um direct auf die Bicircularcoordinateii zu gelangen, operire man 
folgendermassen : 

3) « + yi = arctan (X + Yt) = ^ lg J 1 g+ Itv 
also 

4) a; - yi = arctan (X - Fi) ^ A'gr +(xlrii^ 

folglich durch Addition: 

o in 1 - r + X» 1 1 — y — xn 
2^ = 2^- ['8 r+r ^xi - ^« r+-y-+ xij 

2»[^i-y — xi *Si + r + xiJ 
jf jf 

= arctan y__ — arctan -^47 j = ^ — X, 
so dass der Liniengruppe x =^ a wiederum das obige Ereisbüschel 

5) . .J[cp_x] = a 

entspricht. Denkt man sich in der Klammer + 2n?r beigefügt^ so 
ergiebt die Halbiruug sofort +n^ als Periode, was oben als be- 
kannt angenommen war. Hier sind und X die Neigungen der 
Yon + i ausgehenden Radii vectores gegen die positive imaginäre 
Axe, wofür man jedoch ohne Aenderung die Neigungen gegen die 

reelle Axe nehmen kanu; da die Aenderung -^ sich hebt. 
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Subtraction ergiebt aus den Gleichungen 3) und 4) 

9 - — iri ^-Y+_Xi , 1- Y-Xq _ 1 , (1 - D« + X* 
^y^— 21^^ r+^Y ^ Xi^ ^^ 1 +Y + Xi]~ 2t^^ {i+ T)^ + X^' 

oder nach Entfernung von i und Einführung der Badil vectores 
P und Q 

so dass den Linien ^ = 2^ die zur obigen orthogonalen Kreisschaar 

entspricht. 

Es entsprechen sich also in beiden Ebenen folgende Curven- 
systeme : 

7) f[^> ylg^J^O undf{xy) = 0. 

Die Ausbeutung dieser Beziehung nach geometrischer ^ geographi- 
scher und physikalischer Bichtung bietet keine Schwierigkeiten^ 
auch die Ermittelung zahlreicher, der Gleichung A w = genügen- 
der üebungsbeispiele kann mühelos geschehen. 

Durch Entwerfen einer leichten Zeichnung stelle man fest, 
dass dem Wege von nach -f- oo auf der reellen Axe der Z-Ebene 

der Weg von bis ^ (oder eine periodische Wiederholung dessel- 

ben) auf der reellen Axe der ;s;-Ebene entspricht, dem von bis 

— cx> in Z ein solcher von bis — ~ in ;er, dem von bis + % 

in Z der von bis oo i in z^ dem von bis — i in Z der von 
bis — oo i in z. Der Weg von + i nach -^ ooi in Z geht über 
in den verticalen Weg vom unendlichen Bereiche nach dem Punkte 

^ der jEf-Ebene, etc. 

Demnach entspricht dem Einfaeitskreise der Z-Ebene ein un- 
endlicher verticaler Flächenstreifen, z. B. der zwischen den Geraden 

a; = +— der je?-Ebene liegende, der ganzen Z-Ebene, die von + i 

nach -{- oo i uncf von — i nach — oo i oder jron + i nach — i 

aufgeschnitten zu denken ist. Der verticale Streifen zwischen -j- ^ 

und — y, mit andern Worten: 

Die Fundion Z = tan z gieht dm directen Zusammenhang wün- 
schen der Mercatorprojection und derjenigen Ptolemäischen Projec- 
Hon, von der gewöhnlich mir ein Theil dargestellt ist, die ösÜiche, 

oder die tvestliche Halbkugel. 
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p^ aarctonZ __j_ .^^^ was fÜr Z = + i unendlich gross 

wird, so sind die Punkte + i der Z-Ebene die einzigen Verzwei- 
gungspunkte derselben. Die Linie von + i nach — i, oder die 
von -f-i'nach -\-ooi und 'die von — i nach — oo i geben den 
einzigen Yerzweigungsschnitt. Die beiden Windungspunkte sind 
aber von unendlich hoher Ordnung, denn der Winkel zwischen 
den Parallelen der jer-Ebene wird für einen Streifen von Breite tc 
derselben in den Winkel von 27t verwandelt. 

Dass den Geraden X= a und F=.6 der Z-Ebene die Curven 

Qx 2 sin 2a: (?v + e^^^ , 

8) -9Z 51; = « resp. -5- ^^ = 6 

^ c*>' + c~*y + 2co8 2a; ^ c^^ + 6"^^ + 2c08 2a? 

entsprechen, sei beiläufig erwähnt. 
Mit Hilfe des Integrals 

dZ 



e 



— C J^ 



lässt auch diese Abbildung eine ^ andere Behandlung zu. Vergl. 
Dur^ge, Elliptische Functionen, Seite 370. 

§ 100. Littei*atur und Bemerkungen. 

Siebe ck giebt bereits im 55. Bande des Crelle'schen Journals 
Andeutungen über die Abbildung mittels der Kreisfun ctionen. Die 
hierher gehörigen Rie mann 'sehen Blätter werden bezüglich der 
Verzweigongspunkte in den genannten Lehrbüchern behandelt, je- 
doch wird die Art der Durchkreuzungen wohl nirgends mit der 
nöthigen Klarheit dargestellt. Unsere Darlegungen lassen keinen 
Zweifel übrig. Dieselben wurden bereits im 18. Bande der Zeit- 
schrifit für Mathem. und Phjsik und im Programm 1873 des Gym- 
nasiums zu Elberfeld gegeben. 

Sonst ist, wie überhaupt auf dem Gebiete der einfach perio- 
dischen Functionen, für die Theorie der isogonalen Verwandtschaften 
nur Weniges geschehen, obwohl besonders für die Theorie der 
freien Ausflussstrahlen im Anschluss an die 22. Vorlesung in Kirch- 
hof Fs ;, Mathematische Physik^ noch viele interessante Beispiele 
abgeleitet werden können. 

Nur eine weitergehende Abhandlung ist dem Verfasser bekannt 
geworden, wiederum ein Beispiel von Amstein, die Abbildung 

behandelnd, durch welche Kreise und Cycloiden aufeinandar abge- 
bildet, werden. Vergl. Bull. Soc. Vaud. Sc. Nat XVI. 82, page 262. 
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Die vorigen Abschnitte werden gezeigt haben, dass die Schwierig- 
keiten durchaus nicht gross sind; obwohl von Gonstructionen mit 
Zirkel und Lineal abzusehen ist. 

Oft kann man die eleganten Formeln der Goniometrie benutzen 
um algebraische Abbildungen in eigenthümlicher Weise zu behan- 
deln. Soll z. B. 

Z = 2^/ir^2 

untersucht werden, so führe man eine Hilfsebene g durch die 
Gleichungen Z = sin 2g und j? =^ sin £ ein, was der obigen Be- 
ziehung entspricht. Ebenso Hessen sich Z = 30 — 4is^ durch 
Z = sin 3g und je; = sin g vereinfachen. Man kann dann mit Hilfe 
des Gegebenen sofort eine Reihe von Sätzen für diese Art von 
Verwandschaften ablesen. 
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Abbildung mittels der elliptischen Functionen und ihrer 

Umkehrungen. 

§ 101. Allgemeines über die Abbildungen Z = sin am ^ und 

z 

z = f-==M= für mod k +, reell und < 1, 

Die Function Z = sin am gehört zu denen, bei welchen con- 
jugirten Werthen des Arguments conjugirte der Function ent- 
sprechen (vergl. § 43), und zwar ist zugleich 

1) X + Yi = sin am {x + yi) 

sin am x cos am yi /\ am y * + sin am yi cos am x /\BmiC 

1 — Ä* sin* am x sin* am yi ' 

so dass die Trennung des Reellen und Imaginären durch Addition 
und Subtraction folgendermassen geschieht: 

«v -y sin am (a; 4" y ^) 4" si ^ ^^^ (^ — yi) sin am x cos am yi /\ am yi 

^ 2 1— Ä;* sin* am x sin* am yi * 

Q\ Y sin am {x + yi) — 8inam(a; — yi) 1 sin am yi cos am x^srnss^ 

*^ 2i ^^^ i 1 — Ä* sin* am o; sin* am y t * 

Die rechten Seiten von 2) und 3) gleich a resp. b gesetzt, geben 
die fundamentalen Isothermensjsteme der ^sr-Ebene, und genügen der 
partiellen Differentialgleichung /\u = 0, Damit ist auch gezeigt, 
welche Curven der ;?-Ebene den Curven /*(XF) = der anderen 
entsprechen. In welche Curven die Kreise und Geraden um resp. 
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durch den Nullpunkt der Z- Ebene übergeben ^ ergiebt sich aus 
den Gleichungen 1) durch Multiplication und Division , deren Re- 
sultat ist: 

'' ' 1 — Ä* sin* am x sin* am yi ' 

e^ Y 1 tan am yi /\ am x 

^ X * tan am a: 2^ am yi* 

Einsetzung dieser Werthe in die Gleichungen lg iJ = c und 

Y 

arctan ;y = y giebt Curven , deren physikalische Bedeutung später 

erörtert werden soll. 

In höherem Grade interessirt uns jetzt die Frage, was den 
Geraden x =a und y=h der ;8r-Ebene entspricht, denn die perio- 
dische Eintheilung der letzteren wird dadurch in die Z-Ebene 
übertragen und der Zusammenhang der Blätter der letzteren wird 
klargelegt. 

Die gewöhnliche Methode würde folgende sein: Aus den Glei- 
chungen 1) folgt durch Umkehrung 

jr+ Yi 
a\ i ' r d{X+Yi) r 

J K[l -• (X + Yi)*\ [1 - k* (X + Yi)*] * ' 

und 

X- Yi 

rj. . r d(X - Yi) T 

/ ^ ' "'- '-' Yi)*] [1 - k* (X— Yi)*] ^ 



X- Yi 



Den Geraden x = a und y = h entsprechen also die Curvenschaaren 

8) ^^ = «, 

9) ^^ = &> 

deren linke Seiten wiederum der Differentialgleichung Au = o ge- 
nügen. Dass den Curven f{xy) = ganz allgemein Curven 



10) f[^^, ^^]=o 



entsprechen, ist wiederum selbstverständlich. 

Die Lösung der gestellten Aufgabe ist aber eine implicite. Eine 
explicite Lösung erhält man durch Elimination von x oder y aus 
den Gleichungen 2) und 3), die man auch mit 4) combiniren kann. 
Setzt man zur Abkürzung 

sin am a: = Z, cos am a; = m, A am a; = w, 
sin am yi = A , cos am «/ i = ^ , A am yi = v, 

Holcmailer, isogonale Verw^andtschaften. 17 
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80 folgen aus Gleichung 4) die Relationen 

„ z« + (X* + Y*) ,^ _ p-(X'+r') 
* ~ i+xn«(3:»+y*)' 1 — «;•«« (-X« + r«) 

Benutzt man dieselben bei der Elimination, so ergeben sich Glei- 
chungen, die sich auf folgende Form bringen lassen: 

11) (x^ + r')2 + (x^+r2)i±^_x^(i=j^ + |, = o, 

12) (x^+r7-(x*+r2)i±|^+r^%^- + ^ = o. 

Aus ihnen lassen sich die Symmetrieverhältnisse gegen beide Axen 
leicht entwickeln. Gleichung 11) enthält nur noch y, Gleichung 12) 
nur noch x. Setzt man nun x = a und y = h, so werden auch 
l, m, fiy Ij iJLj Vj constant; und dasselbe gilt von den in beiden 

Gleichungen vorkommenden Factoren , , u. s. w. 

Nun hat die elliptische Function die reelle Periode*) 4 JE" und 
die imaginäre Periode 2iK\ wobei 

fi 

2 1 

dx 



J Vi - k^ 8in> 9 JV{\- 



Ä«) (1 — k^x'^y 



n 

1 

dx 



jVl- k'* sin« \p J VS ^x^) ~C\ 



k'* sin* qp) 

"0 

und Ä;'^ = 1 — ifc2. 

Aus Obigem ergiebt sich demnach Folgendes: 

SämmtUchen Geraden x = a + 4:nK entspricht ein.e Curve 
4*^^ Grades von der Form 12), sämmtlkhen Geraden y = 6 + 2nÄ'' 
eine solche von der Form 11). 

Beide Systeme sind orthogonal und isothermisch; die isother- 
mische Schreibweise, welche bereits durch 8) und 9) implicit ge- 
geben ist; lässt sich erreichen, indem man z. B. in 11) 1 — A^ für 
fi^, 1 — x^A^ für 1/^ einsetzt, und A aus der Gleichung berechnet, 
wodurch man auch y explicit erhält. 

Setzt man 

^2p —-^xy jcH^m^n^ —^xy ^2;tt — ^VJ xU^*«'* "^^yy 
so lauten die Gleichungen in Polarcoordinaten 

7t 

*) üeber die Berechnung von K mittels des Prodactes JBT = -g- (1 -f- i^b) 

(1 + ^i) (1 + ^) ••. sehe man z. B. Duröge, elliptische Fanctionen', Ab- 
schnitt XL Ebendaselbst ist die Berechnung der Integrale erörtert. 
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13) iJ* + AyB? — ByW cos* ^ + 1 = 0, 

14) B< — A B' + B,W sin» «• + 1 = 0. 

Setzt man in 13) Aa= — , wodurch 5y verschwindet und -4y = — ,- 

wird, so geht sie über in 

,6) «_±. 

Da ferner 

sinam(+'f-)=±^. 

ist, so folgt, äass den Parallelen y = + — ~r~" -^' ^ 0'Ebene ein 
Kreis mit dem Radius r^ entspricht^ gegen todchen Redprocität 

stattfindet. Man vergleiche dazu § 44, II. Betrachtet man den Kreis 

als Einheitskreis, was man durch die Transformation K = Rj/h er- 
reicht, so kann man in der That die Gleichungen 13) und 14) leicht 
auf die Form 

W+Cy — Dy COS^ ^+1 = 0, 

»2 _ Ca: + JDx sin2 ^ + ^ c= 

bringen, in der sie die reciproke Gestalt angenommen haben. [Der 
Beciprocitat gegen den Kreis entsprechen Symmetrieverhältnisse 
innerhalb des Periodenparallelogramms.] 
Setzt man ebenso in Gleichung 12) 

l = + - -J— = sin am (+ ?^ K\ 
ein, so reducirt sie sich nach einigen Umformungen auf 

16) (ZJ+ r»)2_(x»_ r*)|. + ^ = o, 

d. h. auf die Gleichung einer Lemniscate, die den Kreis 15) orthogonal 

schneidet. Dieselbe entspricht also allen Linien x = + ^^ K. 

Man untersuche noch die Specialfälle x = + K^x = + 2K, 
y = 0, y = + JE", d. h. Z = + 1, Z = 0, A = 0, A = oo. Das 
Resultat ist folgendes: Sämmtlichen Linien y = + 2nK' entspricht 
ein unendlich oft wiederholter geradliniger Hin- und Rückweg 
zwischen den Punkten + 1, sämmtlichen Linien x = {l ^ An) K 

ebenso die Gerade zwischen + 1 "^d ^r, den Geraden x= — (1+4^)^1 

17* 
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die Gerade vod — 1 nach — ^r , den Parallelen a? = + 4wjr die 

ganze !F-Axe, den Geraden + (2w + 1) ii' die reelle Axe von + -^ 

nach oo und von — oo nach — -=- • 

k 

J^^g. 61a stellt alle speciell besprochenen Geraden der jer-Ebene 
und 61b die zugehörigen Geraden^ den Ereis 15) und die Lemnis- 
cate 16) der Z-Ebene dar. Dies reicht hin^ um die Biem an naschen 
Flächen der letzteren derart in Zusammenhang zu setzen^ dass die 
Beziehung zwischen beiden Ebenen eindeutig wird. 

Das gesammte Periodenrechteck aa2a^ai enthält jeden Buch- 
staben doppelt, d. h. es entspricht einem Doppelblatte der Z-Ebene, 

welches durch die drei Verzweigungsschnitte von + 1 his + tl , von 

X über + oo und von — oo bis — ^ , endlich von — T ^^^ — ^ 
in seinen Schichten und mit den benachbarten der übrigen Doppel- 
blätter, deren Zahl unendlich gross 2^ Ordnung ist, zusammenhängt. 

Dass die genannten Punkte singulare, und dass +1; lllT Ver- 
zweigungspunkte sind, folgt aus dem Differentialquotienten 
Z' = cos am ^ A am je? = l/l — Z^ yi—k'^Z^j 

welcher für Z = + 1 und + j verschwindet, für i^== oo unendlich 

gross ist. In den Verzweigungspunkten treten, wie die Figur zeigt, 
Winkeländeruugen im Verhältnisse 1 : 2 ein, da die Ecken des halben 
Rechtecks in der,Z-Ebene gestreckt wiedergegeben werden, wahrend 
die Stellen e und f von 180® auf 360® gebracht werden. Bezüglich 
des Zusammenhangs der Blätter der i?-Ebene machen wir folgende 
Annahmen : 

a) Die Schichten jedes Doppelblattes haben keine anderen Blätter 
zwischen sich. Sie gehen längs des Schnittes he in einander über, 
so dass der Punkt e für jedes Doppelblatt ein Windungspunkt l*«* Ord- 
nung im gewöhnlichen Sinne ist. Bei 6 ist das Verhalten compli- 
cirter, weil dort ein zweiter Schnitt hinzutritt. 

b) Jedem Horizontalstreifen der ;sr-Ebene von der Breite 2K' 
entsprechen unendlich viele Doppelblätter der Z-Ebene. Zwischen 
ihnen sollen keine zu anderen Horizontalstreifen gehörigen Schichten 
liegen. Je weiter nach rechts die Periodenrechtecke liegen, um so 
tiefer sollen die Doppelblätter einer solchen Gruppe sich befinden. 
Sie gehen in einander über längs der doppelt zu denkenden Linie 
af, und zwar hängt dort stets die untere Schicht eines Doppelblattes 
mit der oberen des nächsten tiefer liegenden Doppelblattes zu- 
sammen. 
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c) Je tiefer eiu Uorizoutalstreifeu der jer-Ebeue sich befindet, 
um 'so tiefer soll sich die zu ihm gehörige Gruppe von Doppel- 
blatteru befinden. Hat ein Streifen in der Richtung nach rechts 
die vollständigen Periodenrechtecke I, II, III . . ,, denen also die 
Schichten /q, J^i Üq) Huj H^j IHu . • • Jer Z-Ebene entsprechen, 
so soll der nächste daruiiter befindliche Horizontalstreifen die Recht- 
ecke 1, 2; 3 ... senkrecht unter den vorigen gleichzahligen be- 
sitzen, so dass die nächste Blättergruppe der Z-Ebene entsprechend 
die Schichten 1„, U, 2o, 2u; 3q, 3u ... hat. 

Dadurch ist das Verhalten der übrigen Windungspunkte klar 
gelegt. Umkreist man z. B. den Punkt a der ;?-Ebene auf kleinem 
Kreise einmal, und zwar links drehend, so umkreist man entsprechend 
den Punkt a der Z-Ebene, wenn man von 11^ ausgeht, mit folgen- 
dem je zwei Umläufe erfordernden Turnus: 

In Fig. 61 ab ist dieses Verhalten angedeutet, in Fig. 61c schematisch 
•dargestellt. In letzterer Zeichnung sind zwischen den gezeichneten 
Blättern noch unendlich viele der beiden Hauptgruppen zu denken. 
Der Turnus bei aj würde sein 

Aehnlich ist das Verhalten bei a^ und a^^ nur ist dort die nächst 
höhere Hauptgruppe mit der behandelten zu verbinden. Für alle 
so zusammenhängenden Blätter hat man also Windungspunkte 
1*" Ordnung. 

Der Punkt 6 der ;?• Ebene veranlasst in gleicher Weise folgen- 
den Cyclus: 

der Ponkt f der ;?-Ebene folgenden : 

So ist das Verhalten in allen kritischen Punkten geklärt. Uie in 
der jEf-Ebene mit cc bezeichneten sind nur insofern singulär, als das 
Vergrössemngsverhältniss nach der Z-Ebeue hin 1 : oo ist. Winkel- 
änderungen treten in ihnen nicht ein. 

Schlägt man Wege ein, die zwei Verzweigungspunkte ein- 
schliessen, folgt man z. B. dem in 60 b gezeichneten lemniscatischen 

Ovale, welches übrigens durch die Punkte ^—j;^ und -— -^ geht, 

so erhält man keinen Cyclus, sondern man gelangt durch unendlich 
viele Blätter, z. B. 
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IqIq ... (durch die Oberschichten aller gleichzahligen) 

oder 

lulu • • • (durch die Unterschichten in entgegengesetzter Richtung). 

Bewegung auf dem Kreise hingegen giebt 

Damit ist das gegenseitige Entsprechen heider Ebenen voUkommen be- 
stimmt und eindeutig geworden. 

Ueber die vom Integrale ausgehende Behandlung des Gegen- 
standes vergleiche man die Functionen theorie von Durege, Ab- 
schnitt X. § 57. 4. 

Die Eintheilung der Z-Ebeue in ,;kleine Rechtecke'^ erhält man^ 
wenn man in a; = a und y = 6 arithmetische Werthreihen für die 
rechten Seiten einführt. Zu den Gleichungen 8) und 9) ist keine 
weitere Bemerkung nöthig, bei 11) und 12) aber hat man in 

Z = sin am a;, m = j/1 — sin^ am x etc. arithmetische Werthfolgen 
für X resp. y zu setzen. 

Die Eintheilung giebt in den verschiedenen Blättern unter ge- 
wissen Bedingungen sich deckende Zeichnungen^ besonders dann, 
wenn man in o? == 0, a, 2a, 3a, ..., y = 0, 6, 26, 36 . . . 

a = ö~ » ^ ^^ 2~ setzt. Die Diagonalpunkte der Rechtecke geben 

dann in der Z-Ebene solche isogonale Trajectorien, die in allen 
Blättern sich decken. In der ;sf-Ebene ist die Neigung der ent- 
sprechenden Geraden 

17) y = i arctan -= • 

Alle anderen Parallelenschaaren passiren mehrere halbe Perioden- 
rechtecke in verschiedener Weise, ehe sich ein periodisches Ver- 
halten zeigt, die entsprechenden Curven schliessen also erst nach 
mehreren Umgängen. Ist die Tangente des Schnittwinkels irrational, 
so wiederholt sich das Verhalten gegen das betreffende Rechteck nie, 
so dass die entsprechenden Curven gar nicht schliessen, sondern in 
unendlich häufigen Windungen verlaufen. Für gewisse Perioden- 
verhältnisse sind die durch Gleichung 17) charakterisirten Trajee- 
torien algebraische Curven. Neben den Diagonalcurven des halben 
Periodenrechtecks sind noch die des ganzen Rechtecks, für welche 

18) y = + arctan 22- > 

von verhältnissmässiger Einfachheit. 

Die implicite Losung der Aufgabe, die Gleichung der allgemeinen 
isogonalen Trajectorien der sin am-Curven zu finden, ist schon im 
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Obigen enthalteu, deon die Gleichung der schrägen Geraden 
y — Ax = 6 geht über in 

19) 'f.^r.J^^Ai^^h, 

WO cTj und Jj die Bedeutung 6) resp. 7) haben. Offenbar genügt 
sie der Differentialgleichung A w = 0. Setzt man für A den Werth 

+ -=r resp. +oi>-> so erhält man die Curven, deren Schnittwinkel 

durch die Diagonale des halben resp. ganzen Periodenrechtecks be- 
stimmt wird. -4=1 giebt die Trajectorien zu 45®, welche für die 

Periodenverhältnisse -^ = 1 und -^- = 1 mit den Diagonalcurven 

zosammenfaUen. 

IS* IC' K -\- ilS* 

Ist tan 9 = -gr resp. ^- ^, so folgt cos 9 + i sin 9 = y^L^.~ 

resp. =s T 1-- — Demnach kann man die Diagonalcurven 

des halben und ganzen Rechtecks auch mittelst der Abbildung 
20) Z = sin am Ijs-, 7-_ =: resp. Z = sm am he? • —==J=- 

finden. Ihre symmetriscJten und reciproken Eigenschaften lassen sich 
aus denen der Geraden im Rechteck ablesen. Wir kommen hierauf 
noch einmal zurück. 

§ 102. Die sin am-GnrYcn und ihre physikalische Bedeutung. 

Fig. 62 stellt das System der sin am-Curven mod Ä = (3 — j/8) 
dar, welche bei der Abbildung eines Rechtecks, dessen Höhe das 
Doppelte der Basis ist, auf die ganze einfache Ebene auftreten, 
wobei jedoch in der letzteren die genannten Verzweigungsschnitte 
vorhanden sind. Es handelt sich also um das Periodenverhältniss 

Dass dies der Fall ist, lehrt folgende Ueberlegung: Bei dem 
einfachsten Falle K' = K ist h' = k, also, da fc^ + fc'^ = 1 ist, 

Je = j/—=^]c\ Du rege berechnet auf Seite 196 ^des Lehrbuchs 

über elliptische Functionen für diesen Fall K = 1,8540747. 

Mit Hülfe der Landen 'sehen Transformation (vergleiche Ab- 
schnitt XI des genannten Lehrbuchs oder Seite 96 der Fundamenta 
nova etc. von Jacobi) geht man von der Periodenzahl K über zu 
einer anderen K^y wobei Kq{1 + ifc«) = ä" ist, von K' gleichzeitig 



zu 



JT'o; wobei '^'•>(^^^+^'") = Jf' ist. Vom Periodenverhältniss ~ 
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also geht man über zum Verhältniss ^^- , also z. B. von -= = 1 , 

wobei das halbe Periodenrechteck ein Quadrat ist^ zu dem Falle, wo 
seine Höbe das Doppelte der Basis ist. Gleichzeitig geschieht aber 

der üebergang vom Modul Ä zu ifc^ , wobei h^ = T^ ,, , also im 
vorliegenden Falle h^ = -— == (3 — /8) ist. Die Periodenzahl 

Kq = , , , = -~ — r7=r- ist nun leicht zu berechnen , ebenso 

In gleich einfacher Weise kann man nun zum Rechteck von 
4 f acher, Sfacher, 16 f acher etc. Höhe übergehen. In umgekehrter 

Reihe erhält man Rechtecke von — facher, — facher, — facher etc. 

Höhe. 

Damit sind diejenigen Fälle der sinam-Curven erledigt, welche 
sich am einfachsten berechnen lassen, jedoch auch die übrigen Fälle 
für Ä + , reell und < 1 machen keine wesentlichen Schwierigkeiten. 

Die physikalische Bedeutung dieser Gurvenschaaren ist folgende: 

a) Zwei gleiche Stücke einer Geraden, z. B. AB und CD in 
Fig. 62 mögen entgegengesetzte Elektroden einer unbegrenzten Platte 
sein. Dann sind die gezeichneten Curven Spannungs- und Strom- 
curven*). 

b) Nimmt man das Stück BC als die eine, die unbegrenzten 
Aussenstücke von D bis + c» und von D bis — oo als die andere 
Elektrode, so vertauschen beide Gruppen ihre Bedeutung. 

c) Der Hauptkreis der Figur sei die eine Electrode, die Gerade 
BC die andere, dann hat man im Wesentlichen den Fall b. Das- 
selbe ist der Fall, wenn statt BC wieder die genannten Äussenstücke 
genommen werden. 

d) Endlich ist durch Fig. 62 noch der Zustand einer Ereisplatte 
erledigt, in welche längs BE Electricität einströmt, längs CF ab- 
geleitet wird; ebenso der des Äussentheils, wenn AB Einströmung, 
DF Ausströmung giebt. 

[Gleichzeitig sei hier erörtert, dass die durch Gleichung 4) und 
5) gegebenen Curven des § 101, 



*) Eine wohlgelungene experimentelle Wiedergabe der Figar 62 fSr diesen 
Fall hat mir Herr Gndbhard zugesandt. Die Uebereinstimmung zwischen 
den Curven der Originalfigur (grösseres Format als 62) und den Nobili'scben 
Farbenringen ist eine ausserordentlich grosse. 
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o- V 1 , sin' am a; — sin* am y i 

' 2 ° 1 — A.** Sin* am o; sm' am 2/t 

1 .1 tan am yi A am x 
und arctan — . Ir • = y 

% tan am o; /\ am y« ' 

die SpannuDgs- und Stromlinien für den Fall darstellen^ dass in 
das aasgeschnittene Rechteck ahef der Fig. 61a bei cx) und Elec- 

tricitat ein- resp. ausströmt. Für A* = 3 — ]/S hat man^ wie in der 
FigQF; den Fall eines Quadrates. Die zweite Deutung führe der 
Leser durch.] 

Wärmetheoretische und hydrodynamische Anwendungen lassen 
sich leicht anschliessen. 

Sieb eck behandelt im bl^^^ Bande des Grelle sehen Journals 
die sinam-Curven mit Hülfe der elliptischen Goordinaten, wobei sich 
die Gleichungen in grösserer Einfachheit darstellen. 

Legt man die Brennpunkte + 1 der Z-Ebene zu Grunde, so 
sind die Quadrate der Radii vectores^ wie wir wissen, 

1« = (X + ly + 72 = (X + ri + 1) (X — ri + 1) 
^2 = (X - 1)2 + r2 = (X + Yi - 1) (X - ri - 1). 

Führt man die Transformation Z= sin am ;er durch, so erhält man 
demnach als Beziehungen «zwischen beiden Ebenen 

P* = [1 + sin am (a; + yO] [1 + sin am {x — yi)\ 

(sin am, x/^sm yi -\- cos am yi)* 

1 -- Ä;* sin* am x sin* am y i ' 

§2 = [1 — sin am {x + yi)] [1 — sin am {x — yi)'] 

(sin am x/\ am yi — cos am yt)* 
1 — i* sin* am x sin* am yi ' 

also 

22) P 4- = 28in am x/\ am yi 

y\ — Ä' sin* am x sin* am yi 
-p Q 2 cos am yi 



Vi — Ä* sin* am x sin* am yi 

so dass man leicht sagen kann^ was für Gurven der ^e^-Ebene den 
Curven 

niP+Q). (P-Q)]='0 

der Z-Ebene entsprechen. So sind z. B. die Gleichungen leicht in 
die isothermische Form der Gurvengleichungen umzuwandeln, welche 
den confocalen Ellipsen und Hyperbeln der Z-Ebene in der andern 
entsprechen. 

Eliminirt man aber aus beiden Gleichungen x resp. y, so erhält 
man an Stelle der Gleichungen 11) und 12) des § 101 folgende ein- 
facheren: 
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23^ (^ - QY _ (P + g)« h* cos« CO am yi ^ ^ 

^ cos* am yi k'^ ' 

oder 

23*) cos^ CO am (y, K) (P + Qf + cos« am {y, K) (P — ^)2 = 4 
uud 

24) (P + Q? _ (P - QY k^ cos« am a; _ ^ 

^ cos* CO am x k'^ ^^ ' 

[Aus dieseu Gleichungen kann man sin am x mit Hülfe quadratischer 
Gleichung leicht berechnen, so dass 

sinamrr = /*[(P+0, {P ^ Q)] = ^ 



sein mag; also 



X 



- C -^- 

Würde man in diese Gleichung Gartesische Goordinaten einführen, 
so hätte man die isothermische Schreibweise der sinam-Gurven.] 

Die Brennpunkte + — sind gleichberechtigt mit + 1. Wir 

wollen die Gleichungen derselben Gurven in elliptischen Goordinaten 

mit den Brennpunkten + — darstellen. Der entsprechende Gang 

ist bei analoger Bezeichnung folgender. 

Q^^ = 1^^ — sin am {x + t/i)J • |^^ — sin am {x — yi)J 

(/^ am 2/1 — X sin am x cos am yi)^ 
H* (1 — H* sin* am x sin* am yi ' 

Pj« = I ^ + sin am {x + yi)J • y^ + sin am {x — yi)J 

(^ am yi -\- Y, sin am x cos am yif 
H* (l — H* sin* am x sin* am yi) ' 
folglich 



X J^(l — X* sin* am a; sin* am yi) 
-n r\ -n 2 sin am 07 COS am 1/ i 

^1 — öl = -Dl = ^^Tzri - g • 

f^(l — X* sin* am x sin* am yt) 
Elimination von x führt auf die Gleichung 

25) -r-T — ^ — : — x^Di^ tan« am yi = 4 

^ ly am y* ^ ^ 

oder 

25*) x^Sj^ sin^ CO am (yx') + x^Dj^ sin^ am (j/x') = 4. 

Elimination von yi führt auf 

26) X* /S*t* A' am a? __ x*2)|« ^^ . 
^ x'* IT* tan* am a; 
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Betrachtet man die Strecken - als Einheit, so verändern sich 

diese Gleichungen nur insofern^ als der Factor x^ einfach wegfallt. 
Die Gleichungen des § 15 gestatten, auch Radii vectores herein- 
zuziehen, die vom Nullpunkte ausgehen. Betrachtet man nämlich 
den Kreis der Fig. 62 als Einheit^ die Entfernung OC als 6, so 
geht durch Inversion jeder von C ausgehende Radius vector P über 

in den auf und D bezüglichen Ausdruck ^c, ebenso Q, von 

B ausgehend^ in -^ 6. Die Gleichungen 23) und 24) verwandeln 
sich also, wenn sie in der Form 

24*) c^{P+Qy + d^(P-Qy = 4 

geschrieben werden, in 

26») c^ (P, + Q^y + a^ (P, - Q^y = 4 b% 

und diese Gleichung bedeutet dieselben Curvenschaaren wieder, je- 
doch auf drei Radii vectores bezogen. 

Schreibt man femer 25) und 26) in der Form 

Ci' (P. + QxT + a,^ (P, - Q^y = 4, 

SO kann man die linke Seite mit der von 24*) gleich setzen, was 
Gleichungen mit 4 Radii vectores giebt, die bei der Inversion in 
sich selbst übergehen. 

Bezüglich des speciellen Falles x = 3 — f/S sei darauf auf- 
merksam gemacht, dass, wie Fig. 62 angiebt, zu den Trajectorien 
zu 45® der sin am-Curven zwei Kreise gehören, die durch die Punkte 

— , — 1, + =;= resp. 7 + 1; + i7= gehen. Gegen diese Kreise 

findet Reciprocität der beiden Gruppen unter einander statt. Zu 
diesem Falle lässt sich also, wie es soeben geschah, eine neue Glei- 
chung, die sich auf den Mittelpunkt eines dieser Kreise und zweier 
Brennpunkte der verschiedenen Gruppen bezieht, aufstellen. 

Von ganz besonderem Interesse ist folgender Satz : Die sin am- 
Curven sind die stereographischen Projedionen zweier orthogonaler 
Schaaren sphärischer Kegelschnitte. 

In § 6 meiuer Abhandlung „Ueber die logarithmische Abbil- 
dung'^ im 16. Bande der Zeitschr. für Mathem. und Physik, 1871, 
bewies ich dies durch folgende Ueberlegung : Schering hat in der 
Preisschrift, welche auf Seite 4 citirt ist, die Aufgabe gelost, die 
Oberfläche des dreiaxigen Ellipsoids conform auf die Ebene zu 
übertragen. Derjenigen Abbildung, bei welcher jeder Octant auf ein 
hestimmtes Rechteck übertragen wird, so dass den Endpunkten der 
drei Axen und dem zugehörigen Nabelpunkte die Ecken des Recht- 
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ecks entsprechen, widmet er eine besondere Betrachtung und zeigt, 
dass den beiden Schaaren von Krümmungslinien des Ellipsoids die 
Parallelen zu den Seiten des Rechtecks entsprechen. Auf das Wesen 
der Curvenschaaren, welche bei der Abbildung auf die ganze Ebene 
den Krümmungslinien entsprechen, geht er aber nicht ein. 

Betrachtet mau aber die Kugel als Specialfall des Ellipsoids, 
so kann man zwei beliebige Punkte und* ihre Diametralpunkte zu 
Nabelpunkten wählen, wobei die Krümmungslinien in sphärische 
Kegelschnitte übergehen. Demnach wird nach der Methode von 
Schering-Jacobi auch die Kugeloberfläche auf das Rechteck so 
übertragen, dass die Octanten den Theilen des Rechtecks ebenso, 
wie oben, entsprechen, nur ist jetzt das Rechteck willkürlich, da die 
Nabelpunkte willkürliche Lage haben. Den Parallelen zu den Recht- 
ecksseiten entspricht also dabei eine Doppelschaar sphärischer Kegel- 
schnitte. 

Projicirt man aber diese letzteren stereographisch von dem 
Halbirungspunkte des Bogens zwischen zwei Nabelpunkten aus auf 
die Ebene, so hat man unsere Abbildung des Rechtecks auf die 
ganze Ebene mittels der Function Z=8inskm0, folglich sind die 
sin am-Curven die stereographischen Projectionen der Doppelschaar 
sphärischer Kegelschnitte. 

Die Folgerungen für die Abbildung des Ellipsoids auf ^ Kugel 
und Ebene lege sich der Leser selbst zurecht, ebenso die physikali- 
schen Deutungen für jene beiden Oberflächen und die zugehörigen 
Curvenschaaren. 

In der oben genannten Abhandlung ist das Resultat auch noch 
auf dem Wege einfacher Rechnung bewiesen worden. 

§ 103. Die Abbildungen Z =^ cos am und Z = A Bmjs und 

ihr Zusammenhang mit Z = sin am 0. 

Z = cos am js und Z «= sin am lassen sich genau ebenso be- 
handeln, wie Z= sinam;Sf, sowohl mit Hülfe des Additionstheorems, 
als auch unter Zuhülfenahme elliptischer Coordinaten. Beides sei 
dem Leser als Uebungsbeispiel überlassen, während hier mit den 

Hülfsabbildungen Z='/i — 0^ und Z = j/1 — x^ 0^ operirt wer- 
den soll. 

Man würde z. B. die Gleichungen der Curven, welche bei der 
Abbildung Z = cos am den Parallelen zu beiden Axen entsprechen, 
in lemniscatischen Coordinaten sofort erhalten, wenn man in den 
Gleichungen 13) und 14) des § 101 p^Pi an Stelle von iJ^, und 
(9 + 9i) ^^ Stelle von 2d- setzte. 
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Ebenso leicht ergeben sie sieh, wenn man in den Gleichungen 
23) und 24) von § 102 4 — JD^ »n Stelle von D^ setzt. Vergl. § 59. 

Geometrisch lassen sie sich aus den sin am-Curven construiren 
dorch Uebertragung des Punktsystems von Hyperbel auf Com- 
plementarhyperbel unter Zugrundelegung des Systems confocaler 
Kegelschnitte um + 1. 

Die Brennpunkte der cos am-Curven sind + 1 und + -^ i, denn 

f&r die entsprechenden Werthe des Arguments verschwindet der 
Differentialquotient von cos am e. 

Der Kreis mit Radius -z::, der bei den sin am-Curven auftrat, 

TM 

verwandelt sich in die Lemniscate p*Px = — öiit den Brennpunkten 

+ 1 , die Lemniscate mit den Brennpunkten + — verwandelt sich 
nach den Resultaten des § 59 in eine Lemniscate mit den 

Brennpunkten + * ~; welche durch die Punkte + y ^ ? » und 

Es gilt demnach folgender Satz: 

Bei der Abbildung ü = cos am z erUspricJU stets den Linien 

ff = — ^— K' eine Lemniscate mit den Brennpunkten + 1 , welche 

durch die Punkte + y und +iy ~ ^ geht; den Linien 

oc a» — ^^— K eine Lemniscate mit den Brennpunkten + * — > welche 

durch die Funkte + y y'It' ^^^ i * yrzr~' 9^^^^- 

Durch Vertauschung von D^ mit 4 — D^ gebt Gleichung 24) 
des § 102 nach einigen Umformungen über in 

27) -T-5 1- D^ • x^ sin^ co am a: = 4 . 

' sin* am x ' * 

Verwandelt man das Argument x m u = K — o?, so geht die Glei- 
chung über in 

27*) -r-^ f- 2)2 ^2 gin2 am u = 4, 

' sin* CO am u ' ' 

und dies ist die Form, in welcher sie Siebeck nach seiner Me- 
thode findet. 

Durch dieselbe Operation geht Gleichung 23) über in 

28) -v-5 r + /S^ x^ sin^ co am yi = 4. 

-^ sin* am y% ' «^ 
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Verwandelt man hier das Argument yi in v »^yi + K, so entsteht 
die Oleichnng 

28*) 2)2 A' am (vx') — S^x^ tan« am (vx) — 4, 

was ebenfalls mit dem Siebeck'schen Besaltate fibereinstimmt. 
Ebenso würde man von Gleichung 23*) gelangen auf 

29) _J5!^ . - 7>* 4 

^ A* *"* (y*') **^* *™ (y*) ' 

wo die Vertanschnng des Arguments y mit y + iK auf Gleichung 
27*) zurückführen würde. 

Die Verschiebung des Coordinatensystems um + K ist hier 
überhaupt oft von Vortheil^ da cos am (+ iC) — > ist und demnach 
durch jene Veränderung ein günstigeres Entsprechen beider Ebenen 
herbeigeführt wird. 

Auch bei dieser Abbildung handelt es sich um doppelt unend- 
lich viele Blätter^ deren jedes aus zwei Schichten besteht. Schnitte 
und Durchkreuzungen lassen sich in ähnlicher Weise ^ wie oben, 
feststellen. 

Fig. ß3 stellt die cosam-Curven für mod x^^y-— dar. Die- 
selben sind die isogonalen Trajectorien zu 45® eines gewissen Systems 
von stereographischen Projectionen sphärischer Kegelschnitte, worauf 
wir noch zurückkommen. Zu ihren Trajectorien zu 45® gehört im 
vorliegenden Falle der Einheitskreis ^ gegen welchen Beciprocität 
stattfindet. Vergl. § 44^ III. Die beiden hier auftretenden Lem- 
niscaten sind crmgruent und schneiden sich auf dem Einheitskreise. 

Die Gleichungen lassen sich für diesen Specialfall schreiben: 



(P + 0* ii— + (1' - QY (2 - A') - 8 



taody^, 



in Polarcoordinaten hingegen: 

iH' + 1) r^? + '- "i !>■*■ ' AJi' + 1)^ - 4 jf^^55> - 4 

In diesem Falle findet nicht nur Beciprocität beider Systeme 
unter einander gegen den Einheitskreis statt; welche man durch Ein- 
setzung von jr statt J{ in die letzten Gleichungen erkennt^ die dar 

durch in einander übergeführt werden ^ sondern auch Symmetrie 
gegen die Linien + 45*. durch Null. 
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Die physikalische Bedeutung der cos am-Gurven ist die, dass sie 
als Spannungs- und Stromlinien auftreten, wenn das Stück CD 
der Geraden in Fig. 63 die eine, die beiden zu ihr orthogonalen 
Stücke B bis + ^^ ^^^ J. bis — oo die andere Electrode dar- 
stellen^). Aehnlich ist es bei den anderen Deutungen. 

Auf die Abbildung Z= A am ;8r gelangen wir, wenn wir die 

Ebene Z= sin am der Transformation Z=j/\ — tl^z^ unterwerfen. 

Z = 7LZ verwandelt zunächst die Strecke — in die Einheit. Da- 

durch gehen die Gleichungen 25), 25*) und 26) des § 101 über in 
folgende : 

30) -f-. ^^. — 2)2 tan^ am yi = 4 

* A* am yi *^ 

oder 

30*) S^ sin^ CO am (yx') + D^ sin^ am (yx') = 4, 

q^N iS* A* am a; D* ^ 

' x'* x'* tan* amaj "^^ 

Setzt man 4 — D^ an Stelle von D^, so geht Gleichung 30*), 
resp. 31) über in 

32) -xT-^7— ^ — -D2 tan^ am (yx) = 4, 
^ A*am(yx) ^^ ^ ' 

33) /S^ sin^ am ä; + ^^ sin' co am ä; == 4 . 

Gleichung 32) entspricht den Parallelen zur Ä;-Axe, Gleichung 
33) den Parallelen zur y-Axe. Durch die Transformation Z = x;8r 

war zunächst der Kreis mit Kadius r^^ in einen andern mit Badius ^x 

verwandelt. Derselbe geht durch die Transformation Z = j/i — i^ 
in eine Lemniscate ppi = x , bezogen auf die Brennpunkte + 1 , 
über. Polglich : 

Bei der Abbildung Z = A am z entspricht den Parallelen zur 

oc-Äxe von der Gleichung y = + ^7" K' stets eine Lemniscate 

mit den Brennpunkten + 1 ; welche durch die Punkte + ^^ + ^ ^^^ 
+ J^l — X geht. 

Hier ist x < 1, folglich besteht die Lemniscate aus zwei ge- 
trennten Ovalen. 

Bereits in § 43, 1 wurde folgender Satz bewiesen: 

Bei der Abbildung Z = A am z entwicht den Parallelen zur 

y-Axe von der Form x = + ^ ^ K ein Kreis um den NullpunJct 

mit dem Radius B == "/x . 

*) Auch die experimentelle Darstellung dieses Problems ist Ilerrn Gu^bhard 
nach einer von mir angefertigten Zeichnung vortrefflich gelungen. 
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Um einen anderen Beweis zu liefern, entwickeln wir die Glei- 
chungen der Aam-Gurven mit Hilfe des Additionstbeorems in ge- 
wöhnlichen Goordinaten. 

Aus 

A / I 'N Aama; A amtitipx*8inamfl; cosama^Binam tit cosam vt 

A am (a? + yt) = ^-r-^ — 5-^-5 ^-s — — 

^ -i-^ ^ 1 — X* Bin* am x Bin* am yi 

folgt durch Addition und Subtraction 



34) - 



-y A am 0? A am yi 

1 — X* Bin* am x Bin* am yi ' 



Yi 



X* Sin am x cos am y sin am yi cos am y% 



1 — X* sin* am x sin* am yi ' 

und durch Multiplication von Aam (ä; + y^) ^^^ Aam {x — yi) 
ergiebt sich 

-«^ , y-2 A*ama; — x*co8*amaj8in*amyt A*am2/i— x*cOB*am2^t8in*ama: 

1 — X* sin* am x sin* am yi i — x* sin* am x sin* am yi 

Führt man wieder die Bezeichnungen des § 101 ein, so folgt 
aus der letzten. Gleichung 



X* (w* — Ä« Z*) ' " X* (/[** — 2J* Z*) 
Setzt man diese Werthe in die Gleichungen 34) ein, so ergeben 
sich nach einigen Umformungen folgende Relationen: 

35) iJ^~JJ^q^;^ + JJ^cos^^f^^^^ 

36) E^ - iJ'^ ??^i+^ 

Der Factor von B} cos'^ -ö* kann nur in Gleichung 36) ver- 
schwinden, und zwar geschieht dies für P = . » . Nun ist aber 

sin am [+ (2n + l)f J = y=^, 

und für diesen Werth geht die Gleichung über in 

37) R^ = x\ 

Damit ist der Beweis geliefert. . Dass Reciprocitat g^en den 
Kreis stattfinden muss, ist jetzt selbstverständlich, ergiebt sich aber 

auch durch die Transformation B = r~, wodurch dieser Kreis in 

den EinheitBkreis .erwandelt wird und^ie Gleichungen redproke 
Gestalt annehmen. Figur 62 kann mit geringen Veränderungen 
dazu dienen, das System der Aam-Gurven zu veranschaulichen. 

Es bleibt uns noch übrig, einige Specialfalle ins Äuge zu fassen. 

Ist zunächst der Modul x = 0, so gehen sin am e und cos am j9 
in sin und cos über. Dieser Fall ist bereits erledigt. 

Ist hingegen x =^ l, so fallt zunächst cos am e mit A am e 
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zasammen, während % verschwindet. Zwei der Brennpunkte fallen 

also im Nullpunkte zusammen. Für diesen Fall verwandelt sich 

z 

dZ 

z 



Jm^ 



Z^) (1 - x«^) 



m 

z 

z = 






Z «= sin am z geht also über in 

Z = - = SB — % tan z% • 

während cos am z und A am ;8r in r übergehen. Folglich : 

cos z % 

Für X = 1 verwandeln sich die sin am-Curven in ein Kreis- 
büschel durch + 1 nebst Orthogonalschaar, die cos am-Curven und 
die A am-Curven in die öfter behandelten Reciproken der confocalen 
Kegelschnitte um + 1. Dabei bestätigen sich einige früher gefun- 
denen Sätze. 

§ 104. Conforme Abbildung des Rechtecks auf den 

• Einheitskreis. 

Diese von Herrn H. A. Schwarz im 70. Bande des Crelle'schen 
Journals analytisch gelöste Aufgabe kann hier synthetisch mühelos 
erledigt werden. In Figur 61a und b ist zwar das Rechteck mit 
den Feldern EFGHIKLM auf das Innere eines Kreises über- 
tragen , jedoch eines solchen , der vom Bande aus bis e und bis f 
eingeschnitten zu denken ist. Dies wird also durch die Abbildung 
Z s» sin am z erreicht, und das entsprechende physikalische Problem 
ist bereits besprochen. 

Soll nun der Kreis nicht eingeschnitten sein, so betrachte man 
das Rechteck IKLMNOPQ, welches in Figur 61b auf die nicht 
eingeschnittene Halbebene übertragen ist. Letztere aber kann man 
durch Reciprocität leicht in das Innere oder Aeussere eines Kreises 
verwandeln, je nachdem man den Inversionspunkt ausserhalb oder 

innerhalb der Halbebene wählt. Wählt man den Punkt — ^ > so 

fallt der Punkt oo nach dort, und geht der spiegelnde Kreis durch 
+ 1/-I-, so fällt nach + ^ ^^^ + * ^a-ch 0, die reelle Axe aber 

wird der fragliche Kreis. Damit wäre also die «Aufgabe gelöst. 
Um die abbildende Function zu finden, bedenke man, dass nach 

Hol sm filier, isogonale Verwandtschaften. 18 
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§ 30 Z = — L - eine involutorische Abbildung gab, welche den Ein- 
heitskreis in die imaginäre Äxe verwandelte, folglich verwandelt 

z — ^ i \ 1 i z 

Z=^% — —- = —^—r den Einheitskreis in die reelle Axe und um- 

gekehrt. Da nun in Figur 61b der Kreis mit Radius ^7= vorlag, 

so musste man, um die letzte Abbildung brauchbar zu machen, ihn 
vorher in den Einheitskreis verwandeln, d. h. das Argument mit ^ x 

multipliciren. Die abbildende Function ist also Z = ~ ,._ , oder 

wenn man wieder zur anfänglichen. Aufgabe zurück geht, 

Qn\ ^ 1 + * ?^t sin am jE? 

i + KiTBin am z 

Soll also ein Rechteck mit den Endpunkten + K, + Ä" + Jf 'i 
50 auf den Einheitskreis übertragen werden, dass Peripherie wnd 
Mittelpunkt^ Mittellinien und Hauptaxen einander entsprechen y so 
bestimme man den Modul k der elliptischen Function dem Perioden- 

verhältniss r-g^ entsprechend und bilde ab mittels der Function 38. 

Die Eckpunkte des Rechtecks gehen über in die unter Hh45® 
und + 135® auf dem Kreise liegenden Punkte, d. h.*in die vier 

Punkte +r^— t + i \--r^' Diese werden singulare Punkte, und 

zwar solche, in welchen der Winkel 90® in 180® verwandelt wird, 
es sind also die transformirten Windungspunkte 1*®* Ordnung des 
§ 101. 

Nach den Bemerkungen des § 102 über die Kugelfläche hätte 
man die Angelegenheit der Idee nach folgendermassen erledigen 
können: Man denke sich, wie dort, Rechteck und Kugelfläche auf- 
einander abgebildet, suche den Pol zu dem durch die Brennpunkte 
der sphärischen Kegelschnitte gehenden Aequator und projicire von 
ihm aus stereographisch auf die diametrale Tangentialebene. Damit 
ist die Aufgabe gelöst. 

Für das Quadrat ist kv-^^ zu setzen, d. h, ifc = 3 — ^8, 

wodurch die Windungspunkte regelmässige Yertheilung erhalten. 
In Figur 64 ist das Entsprechen nicht nur für das Innere, sondern 
auch für das Aeussere des Kreises durchgeführt. 

Die Gleichungen für den allgemeinen Fall des Rechtecks auf- 
zustellen, wird als Uebungsaufgabe dem Leser überlassen. Es sind 
nur die in Capitel .III angegebenen Principien der Inversion auf 
die Gleichungen der sin am-Curven anzuwenden. Je nach der Form, 
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die man zu Grunde legt, kann man Gleichungen in Cartesischen; 
in Polar- oder in Brennpunkts-Coordinaten mit 3^ 4 oder 5 Aus- 
gangspunkten der Badii vectores aufstellen. 

Jochmann*) findet z. B. auf einfachem Wege folgende 
Gleichungen : 



39) 



(X^-f Y^-iy-4^i^ + 






= 



oder 



40) 



41) 



(X-^ + r-^ - l)i + 4 ^ 6^ - 4 ij 1^2 = 

(T> lY AI /cos« qp Ä« sin« flp\ 

(7^ 1 \^ , /sin« <p k'* coa* qp\ 

B^ + Ei'^Bt — Bi n l + xT 



Bt + Bt B^ + B. ^fi + v ^ Hl 
[B^-Bji^ Bi^^i %l ii—v^ 

WO {, »1; 1», A, /A^ 1/ im Wesentlichen die Bedeutung des § 101 
haben. Auch die Schlüsse über Reciprocität, Symmetrie u. s. w. 
sind leicht zu ziehen. 

Von wesentlichem Interesse ist folgende Bemerkung Joch- 
manns: Geht man mittels der Land eu'sehen Transformation vom 



Modul X zu Xj 



l+H 



Über, vom Argument z zu t; = (1 + *)^7 



so wird (nach Jacobi^ Fund. S. 96): 

2 y% sin am (xr, x) 



^ I . • . / . = X sin am (v, x.) , 
14-*' Bin' am (if, x) • v ^ i/ ; 

1 — X sin« am (if, x) a , \ 

1 + * sin* am {;5, x) v ? i/» 



also geht di6 Abbildung 



1 + » KiTsin am z 



(mod x) 



über in 



i -f- ^x sin am ^f 

Z= Xj sin am (v, Xj) — i A am (v, X|), 

das Periodenverhältniss -^ aber wird zu j^*, ohne dass jedoch die 

Gestalt des von uns untersuchten Rechtecks sich ändert. 

Setzt man noch 

t; = fc; -f- K'ij 

*) Zeitschr. für Mathem. und Physik 14. Jahrg., 1869, Seite 532 etc. : Zur 
Abbildung des Eieohtecks auf die Kreisfläche. 

18* 
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was nur eine Verschiebung des Nullpunktes bedeutet ^ so wird die 
Abbildung 38) schliesslich zu 

42) Z = — r = tan i - am w? J , mod x. , 

^ sin am «(; \ 2 / ' ' ' 

und dien Eckpunkten des betrachteten Rechtecks, welche jetzt dar- 
gestellt sind durch + Ä", + -^V^ entsprechen die Punkte der 
Peripherie des Einheitskreises 

+ ^1 i ^^*- 

Durch weitere Entwickelung der Formeln 

"^ sinam (aj + 2/*) 

■y y . ■ 1 — COS am {x — yi) 

^ sin am {x — yi) 

gelangt dann Jochmann auf ähnlichem Wege, wie dem des § 101, 
zu den Formeln 39). Diese Reproduction war für die Zwecke des 
nächsten Abschnitts nöthig. 

Die Curven dieses Paragraphen lassen sich verallgemeinern, 
indem man festsetzt, dass der Mittelpunkt des Rechtecks einem 
heliebigen Punkte innerhalb oder ausserhalb des Kreises entsprechen 
soll. Man hat zu diesem Zwecke nur Inversion von einem geeignet 
gewählten Punkte aus nöthig. 

Die physikalische Deutung der Figur 64 und ihrer Verallge- 
meinerungen ist die, dass z. B. längs eines beliebigen Stückes einer 
Kreisperipherie Elektricität in eine unbegrenzte Platte ein-, längs 
eines anderen Stückes derselben ausströmt. Die Curven sind dann 
Spannuugscurven und Stromlinien. [Experimentelle Wiedergaben 
verallgemeinerter Zeichnungen, ebenso der noch zur Sprache kom- 
menden Gruppen, sind im Besitze des Verfassers.] 

§ 105. Beispiele isogonaler Trajectorien von sinam- und cosam- 
Curven^ verbunden mit einigen Abbildungsaufgaben. 

um die Curven zu finden, welche bei der Abbildung Z «= f{is) 
den Trajectorien der Parallelenschaaren x =^ a und y =^h mit dem 
Schnittwinkel +45^ entsprechen, untersuche man, was bei der 
Abbildung 

Z^f[0{cos^±ism^)]==f[j/^{0±e{)] 

den Parallelenschaaren x = a und y = b entspricht. 

a) Die Abbildung 42) des § 104, z. B. würde, um die Trajec- 
torien der Curven 39) zu geben, zu verwandeln sein in 
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y _ 1 — C08 am (£? + gj) , 

^) ^~ 8inam(Ä±;5») mod x,. 

Für den Specialfall x^ = j/ — reducirt sich dies nach leichten Um- 
formungen auf 

43*) Z = (j/^ ± i y^ cos am {Z — K) mod x, = ^-1 • 

Polglich: Die Curven 39) des § 104, d h, die der Figur 64, 
sifid die isogonalen Trajedorieti der um + "^^^ gedrehten cosam- 
Curveti. Sie sind gleichzeitig gewisse stereographische Projectionen 
derjenigen sphärischen Kegelschnitte, deren Brennpunkte den 
Aequator der Engel in vier gleiche Theile theilen. 

Dies ist also ein Fall, wo die Gurvenschaaren den Parallelen 
zu den Diagonalen des halben PeriodenreehtecJcs entsprechen. 

b) Die Transformationen Z = yi — z^ und Z ^= y\ — x^ z^ 
verwandeln diese Trajectorien in die der sinam- und Aam-Curven 

mod X =3 1^^5-, deren Gleichungen man also ohne Weiteres hin- 
schreibt, indem man an Stelle der Polarcoordinaten nach Massgabe 
des Gapitel VII lemniscatische Coordinaten, z. ß. i>, .2>2 für r^ 
und %^ -|- ^2 f^^^ ^ ® schreibt. So sind z. B. durch Figur 65 die 

Trajectorien zu 45*^ für die sinam-Curven mod x = 1/ -^ dargestellt. 

Da zu den besprochenen Trajectorien der cosam-Curven mod x = y — 

die Geraden +45® und der Einheitskreis gehörten, so muss 
Figur 65 eine gewöhnliche Lenmiscate und eine gleichseitige Hyperbel 
enthalten. Beide Schaaren sind, wie aus der Zeichnung der sinam- 
Curven folgt; reciprok gegen den Kreis mit Radius ^-^, und zwar 

fährt die Inversion die eine Schaar in die andere über. 

Die Figur löst einige specielle Abbilduugsaufgaben. So ist 

z, B. durch die Function Z = sin am z mod x = l/ y das schräg- 
liegende Quadrat oo C oo D der Figur 56 b auf den Raum zwischen 
den beiden Hyperbeln abgebildet; das Dreieck OFD ist auf einen 
Quadranten der Lemniscate übertragen. Gewisse schrägliegende 
Parallelogramme sind auf den geschlossenen Curven der Figur wie- 
dergegeben. 

Macht man in unbegrenzter leitender Platte die starkgezeich- 
nete Hälfte der Lemniscate zur negativen, die zu derselben Asym- 
ptote gehörigen Hyperbelarme zur positiven Elektrode, so giebt die 
Figur die Spann uugscurven und Stromlinien an. [Dieser vom Ver- 



44*) Z = 
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fasser im 20. Baude der Zeitschr. für Mathem. und Physik erledigte 
Fall ist wohl eiuer der schöusteu unter den von Herrn Dr. Gueb- 
hard realisirteu. Die Gurvenzüge fanden sich durch Nobili'sche 
Farbenringe in durchaus entsprechender Weise dargestellt.] 

c) Etwas mehr Schwierigkeit macht die Ermittelung des Cur- 

vensystems, welches die sinam-Curven mod x = 3 — j/^ wAer 45® 
schneidet^ welches also den Parallelen m den Diagonalen des ganzen 
Periodenrechtecks entspricht. 

Der Verfasser löste diese Aufgabe im 20. Bande der Zeitschr. 
für Mathem. und Physik folgendermassen: Die zu untersuchende 
Abbildung ist 

44) Z = sinam [^ j/y (1 ± i)] mod x = 3 — V 8 . 

Es wird behauptet, dass im Wesentlichen dasselbe geleistet wird 
durch die Abbildung 

1 1 — M yi ± * Vi ^^^ ^^ ^ /T 

V'S-rs [^1 + i ^^i.] eos am. - i ^ '^ 

Erhält man nämlich Figur 64 aus 62 durch die Abbildung 

SO muss man die isogonalen Trajectorien (45®) von Figur 64 durch 
dieselbe Transformation aus denen der Figur 62 erhalten ^ folglich 
die von Figur 62 durch die umgekehrte Abbildung 

^=y^'-Z=-i (x = 3-^8). 
Die Curven der Figur 62 hatten aber zu Trajectorien (45®) die um 45® 

gedrehten cosam-Curven mod Xj = Z/— (Fig. 63), d. h. man fand 
die letzteren durch die Abbildung 

Z = Z/y (1 + i) cos am (mod Xj = 1/^1. 

Dies in die vorige Gleichung eingesetzt führt in der That auf 44*). 

Figur 66 stellt die gesuchten Curven dar, geometrisch erzeugt 
durch Inversion der Figur 63 von einer Stelle aus, die den zwi- 
schen zwei Brennpunkten liegenden Bogen des dortigen Einheits- 
kreises halbirt. Die Curven können also gleichfalls durch stereo- 
graphische Projection aus den genannten Trajectorien der Special- 
schaar sphärischer Kegelschnitte erzeugt werden. Beide Schaaren 



S 105. Beispiele isogonaler Trajectorien von sinam- und coRam-CnrveD. 279 

sind reciprok gegen den Kreis mit Radius . und gehen durch 
diese Inyersion in einander über. Zu ihnen gehören zwei Kreise 
durch die Punkte + 1 ^^^ res^, — 1 uad -j , gegen 

welche gleichfalls Reciprocitut stattfindet. 

Das schragliegende Quadrat AB CD in Figur 66b ist auf die 
innere Kreissichel abgebildet, andere Quadrate und Rechtecke auf 
andere Sicheln oder das Äeussere von solchen. Auch Dreiecksauf- 
gaben sind erledigt. 

Die Figur stellt Spannungs- und Stromlinien für den Fall dar^ 
dass die beiden stark gezeichneten Halbkreise enl^egengesetzte 
Elektroden sind. Dabei kann auch einer der zugehörigen Kreise 
ausgeschnitten werden, ohne dass der Zustand sich ändert. 

Die Oleichungeu hat Verfasser in der genannten Abhandlung 
gleichfalls erörtert. Der Gang war folgender; Die cosam-Curven 

mod H =sV Y lassen sich schreiben 

Um sie um -^Aö^ zu drehen, hat man nur statt q) zu schreiben 
9? + 45®, so dass man erhält 

(iJ* + 1) ^ + ^^^i*"- V{ii''+'iy~^^ ii'li + »in 2 q>) =4. 

Die Abbildung 2=-^ . führt man durch; indem man — an 

Stelle von R und ^, — O* — ^ ^^ Stelle von q> setzt; wobei je- 

döfeh |>, und p von den Punkten + i ausgehen. Dies giebt in Bi- 
circularcoordinaten : 

yfo 1= sin am e mod x = X/ y ist. 

Dies ist die Gleichung der gesuchten Curven unter der An- 
nahme , dass die Schnittpunkte der beiden Kreise die Punkte + i 
sind, von denen die Radii vectores ausgehen. 

Man kann nun für p^ und p Gartesische Goordinaten einsetzen; 
oder für diese auch Polarcoordinaten einführen. Bringt man dann 

noch die Transformation Z '=i eyS — y8 aU; so hat man die 
Gleichung in der wirklichen Form. 

Ans den mannichfaltigen Eigenschaften der cosam-Gurven 
lassen sich die entsprechenden der hier behandelten leicht ableiten. 
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Nur die Abbildungen Z = y\ — 8?^ und Z = ^1 — x'^z^ sind 

nöthig, um die Trajeetorien der cos- und A am-Curven mod x = 3 — j/ 8 
zu finden, durch welche andere Abbildungsprobleme gelöst werden. 
d) Geht man mittels der Landen'schen Transformation vor- 
und rückwärts zu anderen Perioden Verhältnissen über, so erhält 
man als Diagonal curven zu 45^ neue algebraische Curvenschaaren, 
die wiederum mit stereographischen Projectionen zusammenhängen. 
Die entsprechenden Trajeetorien sphärischer Kegelschnitte sind für 
diese Specialfälle gleichfalls algebraische Curven, nicht aber die 
der Erümmungslinien des dreiaxigen EUipsoids, deren Abbildung 
jedoch gleichfalls gelöst wird. AUe algebraischen Isothermen- 
schaaren kann man schliesslich, wie Herr Schwarz nachgewiesen 
hat, durch algebraische Functionen aus den drei Fundamental- 
schaaren erhalten, d. h. aus den Parallelenschaaren , dem Strahlen- 
büschel nebst Ereisschaar und aus den sinam-Curven (mod x -}- , 
reell und < 1). 

§ 106. Litteratur. 

1) Siebeck: Ueber eine Gattung von Curven vierten Grades, 
welche mit den elliptischen Functionen zusammenhängen. Crelle's 
Journal Bd. 57, 1860. Fortsetzung Bd. 59, 1861. 

2) Bern er: ^ Ueber eine geometrische Erzeugung von confo- 
calen Curven 4*®" Grades. '^ Zeitschr. für Mathem. u. Phys. 9. Jahrg. 
1864. Giebt eine stereometrische Construction der Siebeck'schen 
Curvenschaaren mittels einer Gruppe von vier Kugeln an, 

3) H. A. Schwarz: ;, Ueber einige Abbildungsaufgaben. ^ Crelle's 
Journal Bd. 70, 1869. Löst die Aufgabe, Rechteck und Quadrat 
auf den Einheitskreis abzubilden und einige andere, Polygone 
aus Geraden und Kreisbogen betreffende Probleme. Die Abhand- 
lung citirt: 

4) Christoffel: ^,Sul problema delle temperature stazionare 
e la rappresentatione di una data superficie.'^ Annali di Matema- 
tica, Tomo I, 1867. 

5) H. A. Schwarz: ^Conforme Abbildung der Oberfläche eines 
Tetraeders auf die Oberfläche einer Kugel.* Crelle's Jourri. Bd. 70, 
1869. Hier wird unter anderem bemerkt, dass bei der Abbildung 
des uugleichaxigen EUipsoids auf die Oberfläche einer Kugel den 
beiden Schaaren der Krümmungslinien zwei Curvenschaaren viertel 
Ordnung entsprechen. Dass die letzteren im speciellen Falle sphä — 
rische Kegelschnitte sind, wird dabei (wohl als selbstverständlich^ 
nicht hervorgehoben. Daraus lässt sich aber die stereographische 
Erzeugung der Siebeck'schen Curven sofort folgern. 
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B) H. Ä. Schwarz: .Notizia suUa rappresentatioiie conforme 
di un* area ellittica sopra un* area circolare.^' Anuali di Matematica 
pura ed applicata. 8er. 11% T. 111. 

7) Hentschel: „Ueber einige couforme Abbildungeu.^ luau- 
guraldisseriation. Jena 1871. Ellipse, Kreis etc. werden auf den 
Einheitskreis übertragen. 

8) Jochmaun: .„Zur Abbildung des Rechtecks auf der Kreis- 
fläche.'' Zeitschr. für Mathem. u. Phjs. Bd. 14, 1869. 

9) Wangerin: ^^Keduction der Poteutialgleichung für gewisse 
Rotationskörper auf eine gewohnliche Diöereutialgleichuiig.^ Preis- 
schrifk Nr. XVIII der Fürstl. Jablouowskischen Gesellscliaft. 1875. 
In Abschnitt IV kommen daselbst neue Eigenschaften der Siebeck- 
schcn Curven zur Sprache. 

10) Schering und Jacob i haben die conforme Abbildung 
des EUipsoids auf Rechteck und Ebene gelost , wie schon in der 
Einleitung bemerkt war. Nach Obigem spielen dabei die Siebeck- 
schen Curven eine wichtige Rolle. 

11) Den stationären Zustand einer rechteckigen leitenden Platte 
untersucht Joch mann in Bd. 10 der Zeitschr. für Mathem. und 
Phys. 1865: ^üeber einige Aufgabeu, welche die Theorie des loga- 
rithmischen Potentials und den Durchgang des elektrischen Stroms 
durch eiue Ebene betreflfen.'^ 

12) Heine: ^üeber die constante elektrische Strömung in 
ebenen Platten^, Grelles Journ. Bd. 79, 1875, behandelt neben 
anderen gleichfalls die Rechteeksaufgabe. 

IS) Die Abhandlungen des Verfassers im 16., 18. und 20. 
Bande der Zeitschr. für Mathem. und Phys., ebenso die experimen- 
tellen Resultate von Gnebhard sind bereits mehrfach citirt. 

14) Zimmermann: Das logarithmische Potential einer gleich- 
seitig-dreiseitigen Platte. Inaugural-Dissertation. Jena 1881. 

15) Lefler: Das Integr.al / 3, - - ^ und seine 
Omkehrung. Inaugural-Dissertation. Jena 1882. 
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Schlusswort. 

Der Kreis von FuDctionen, welcher der Behaudlnng uuterworfeu 
werdeu sollte ^ ist mit dem letzten Kapitel absolvirt. Der Leser 
wird hinreichend orientirt sein, um die citirte Litteratur zu studiren 
und diejenigen Stellen in Augriff zu nehmen, an denen die Theorie 
des weiteren Ausbaues bedarf. Besonders die hierher gehörigen 
Abschnitte der Kirchhoff 'sehen Vorlesungen über mathematische 
Physik, die Le^ons sur les coordonnees curvilignes von Lame, 
auch ein Aufsatz von Topler: .^Zur Theorie der stationären elek- 
trischen Strömung^, PoggendorflTs Auualen Bd. 160, S. 375, seien 
denen zum Studium empfohlen, die tiefer in den Zusammenhang 
der Abbildungstheorie mit den Problemen der Hydrodynamik, Iso- 
thermenlehre und der Elektrodynamik eindringen wollen. Neben 
der mathematischeu Physik wird aber auch die Functionentheorie 
der vollständigen Durchführung weiterer geeigneter Beispiele manche 
Förderung zu verdanken babeu, denn selbst das Gebiet der alge- 
braischen Functionen kann uo^li nicht als vollständig abgeschlossen 
betrachtet werden. 



Nachträge. 

1) Nach Drucklegung des Werkes erhielt Verfasser durch die 
Güte des Herrn Prof. Dr. August dessen Abhaudlung: „Ueher 
eine coiiforme Abbildung der Erde nach der epicydaidischen Pro- 
jection^y Zeitschr. der Gesellsch. für Erdkuude, Bd. IX, welcher 
eine Erdkarte und zwei üontiuentalkarten^ von Kiepert gezeich- 
net, beigelegt sind. Die ganze Erdoberfläche wird dabei auf das 
Innere einer epicycloidischen Begrenzung abgebildet, die dadurch 
entsteht, dass ein Kreis einen andern von doppeltem Radius voll- 
ständig umrollt. Wichtig ist dabei, dass die Karte an keiner Stelle 
singulare Punkte besitzt, so dass weder uneudUche Vergrösseruu- 
gen, wie bei der Mercator- Karte und der vollständigen Ptolemäischen 
Karte, noch Winkeländerungen auftreten. Während also durch die 
Schifffahrtskarten die Polarregionen gar nicht, durch die stereo- 
grapbischen Halbkugelkarten total getrennt zur Darstellung kom- 
men, hat man hier die Möglichkeit, die Meridiane durch die Pole 
zu verfolgen. Dabei ist die elementar zu bewerkstelligende Con- 
struction verhältnissmässig einfach. 

Nimmt man den Massstab der Karte in der Mitte als 1 an, 
so wächst er auf dem Aequator nach beiden Seiten, um am Rande 
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die Grosse 4 zu erreichen. Auf der Begreuzung wächst er uach 
den Polen hin bis zum Maximalwerthe 8. Dies ist wiederum ein 
verhältnissmässig sehr günstiges Resultat. 

Autoritäten wie Kiepert^ v. Sydow und Förster haben 
sich über die August'sche Projection anerkennend ausgesprochen, 
das Lehrbuch der Experimentalphysik von Jochmaun hat sie be- 
reits adoptirt; und so ist es kaum noch nothig, unser Urtheil da- 
hin abzugeben; dass sie für die Darstellung gewisser physikalischer 
Erdverhältnisse, ebenso für die Veranschaulichung der Fixsternwelt 
sehr zweckmässig ist; obwohl die epicyclische Begrenzung auf den 
ersten Blick etwas künstlich erscheinen mag. Die beiden Couti- 
uentalkarten brauchen jedenfalls den Vergleich mit den Ptole- 
mäischen Halbkugelkartea nicht zu scheuen. Ein Exemplar einer 
Fixsternkarte nach epicyklischer Projection befand sich auf der 
wissenschaftlichen Ausstellung zu London und erregte das Interesse 
der Astronomen. 

Die Theorie der Karte kann der Leser im Auschluss an die 
Gapitel VIII und X oder auch nach Analogie des Beispiels in § 87 
mit Leichtigkeit behandeln. Die ^-Ebene sei die der stereographi- 
schen Projection der gesammten Erdoberfläche. Mit Hilfe der 

Abbildung ^ = - " resp. ihrer Umkehrung ^=^ — -f-7/ — — 1 

[oder; wenn man die Inversion zu Hilfe nimmt, mit Hilfe von 
l = ß' J^yj'^Zri (Capitel VIII)] gehe man zur g-Ebene über, 
welche schliesslich der Abbildung 

(Capitel X) zu unterwerfen ist, wodurch mau die August'sche 
Karte erhält. 

Auf die Idee der Karte scheint ihr Urheber dadurch gekommen 
zu sein, dass die hierher gehörige Epicycloide durch die Gleichungen 

3 1 

a; = — cos % — — cos Z%^ 
f / = — sin -9^ — — sin ?>% 

«^2 2 

dargestellt wird; von wo aus man leicht zu 

x -f 2/* = "T ^** 5" ^^'^ 

übergehen kann. (Man vergleiche hierzu S. 230.) 

Bei dieser Gelegenheit werde noch auf folgende kartographi- 
schen Arbeiten hingewiesen: 
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H. Weber: Ueber ein Princip der Abbildung der Theile einer 
krummen Oberfläche auf einer Ebene. Crelle's Journ. Bd. 67,8.229— 247. 

F. E i s e n 1 h r : Ueber Flächeiiabbildung. Crelle's Journal Bd. 72, 
S. 143-151. 

Gretschel: Lehrbuch der Kartenprojection. Weimar 1873, 
bei Voigt. 

2) Herr Prof. E. Mach übersendet mir eine interessante Ab- 
handlung: üeher Herrn Guebhards Darstellung der Aequipotential' 
curven, in welcher mit Hilfe einer Potentialbetrachtung gezeigt 
wird, ;,dass bei den entsprechenden Versuchen "eine Strömung im 
Räume stattfindet, bei welcher aber durch Curven gleicher Strom- 
intensität die einer ebenen Strömung entsprechenden Curven gleicher 
Potentialfunction angenähert abgebildet werden können*. 

Dass bei Experimenten nur von einer Annäherung die Rede 
sein kann, ist an sich selbstverständlich. Jedenfalls gelingt Herrn 
Guebhard die Annäherung in sehr hohem Masse. Ein endgül- 
tiges Urtheil über dessen elektrochemische Methode wird jedoch 
erst dann gefällt werden können, wenn wir über den Vorgang der 
Elektrolyse und ebenso über die Entstehungsweise der Nobiirschen 
Ringe eine mathematische Formulirung besitzen, die unseres Er- 
achtens noch nicht geliefert ist. Jedenfalls werden die Arbeiten 
des Herrn Guebhard zu theoretischen Untersuchungein über dieses 
Gebiet Veranlassung geben. Er selbst hat seine Ansichten soeben 
in einem Aufsatze: Sur la theorie des figures equipotentielles obte- 
nues par la methode electrochimique ; Compt. Rend. 3. Juli 1882, 
entwickelt. 



3) Zu Capitel HI § 27 ist noch Folgendes zu bemerken: Die= 
Methode der reciproken Radii vectores (Principe des images) ver — 
dankt man W. Thomson, der sie zuerst in Liouville's Journa..^ 
Bd. 10, S. 364 veröffentlichte. Nach Salmon- Fiedler, Analy^ 
tische Geometrie der Kegelschnitte (4. Aufl. 1878) S. 698, ist noc ^ 
zu vergleichen: Liouville, Bd. 12, S. 365, Jacobi in Grelle ^= 
Journal Bd. 15, S. 309, Townsend, Circular-Inversion, Chaptr^^ 

on the modern Geometry Bd. 2, S. 363, Hart, Quarterly Joui 

Bd. 5, S. 260 (Anwendung auf den Feuerbach'schen Kreis), Gase ^ 
Quarterly Journ. Bd. 5, S. 318, elementare Behandlung. 



4) Zu Capitel V § 47 ist noch nachzutragen: Roch, üel 
Functionen complexer Grössen. Zeitschr. für Mathem, und Pl^ ^ 
Bd. 8, S, 12 und S. 183, Bd. 10, S. 169. 
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Neuer Verlag von B. G. Teulmer in Leipzig. 

1882. 

Abel, Niels Henrik, oeuvres complötes. Nouvelle edition 

publiee aux frais de l'Etat Norvegien par MM. L. Sylow et 

S. LiE. *2 tomes. 4. geh. n. JL 24. — . 

Tome prcmier [VIII u. 621 S.] contenantlesm^moiresimblids par Abel. 
Tome second [IV u. 341 S.] contenantles m^moires posthumes d'ÄBEL. 

Dronke, Dr. Adolf, Direktor der Realschule I. 0. zu Trier, Ein- 
leitung in die analytische Theorie der WUrmever- 
breitung. Unter Benutzung der hinterlassenen Papiere der 
Herren Professoren Dr. A. Beer und Dr. J. Plücker. [IV 
u. 97 SJ gr. 8. geh. n. •^2.—. 

Duröge, Dr. H., ord. Professor an der Universität in Prag, Ele- 
mente der Theorie der Functionen einer complexen 
veränderlichen Grösse. Dritte verbesserte Auflage [X u. 
•268 S.] gr. 8. geh. n. •^6.—. 

Fiedler, Dr. "Willielni, Cyklographie oder Constniction der 
Aufgaben Über Kreise und Kugeln und elementare Geometrie 
der Kreis- und Kugel-Systeme. Mit 16 lithogr. Tafeln. [XVI 
u. 264 S.] gl-. 8. geh. n. A^,—, 

Fuhrmann, Dr. Arwed, ordentl. Professor am Königlichen Poly- 
technikum zu Dresden, Aufgaben aus der analytischen 
Mechanik. Ein Übungsbuch für Studierende der Mathematik, 
Physik, Technik etc. In zwei Teilen. Zweiter Teil: Aufgaben 
aus der analytischen Dynamik fester Körper. Mit in den Text 
gedruckten Holzschnitten. Zweite, verbesserte und vermehrte 
Auflage, gr. 8. [VI u. 222 S.] geh. n. JL 3.60. 

Der I. Teü: Aufgaben aus der analytischen Statik fester Köi-per 
[VI u. 138 S.J n. JL 2.40, erschien 1879 in zweiter Auflage.- 

Günther, Dr. Siegmiind, Professor am K. Gymnasium zu Ans- 
bach in Bayern, parabolische Logarithmen und para- 
bolische Trigonometrie. Eine vergleichende Untersuchung. 
[IV u. 99 S. mit Figuren im Text] gr. 8. geh. n. JL 2.80. 

Heiberg, Dr. J. L., litterargeschichtliche Studien über 
Euklid. [IV u. 224 S.J gr. 8. geh. n. ./*[ 5.60. 

Hoohheim, Dr. Adolf, Professor, Aufgaben aus der analy- 
tischen Geometrie der Ebene. Heft I. Die gerade Linie, 
der Punkt, der Kreis, gr. 8. geh. in 2 Abteilungen: A. Auf- 
gaben. [79 S.] n. Jfl.öO. B. Auflösung. :. [102S.]d JK 1. 50. 
Zusammen JL ^, — 

Elein, Dr. Felix, o. ö. Professor der Geometrie a. d. Universität 
Leipzig, über Riemann's Theorie der algebraischen 
Functionen und ihrer Integrale. Eine Ergänzung der ge- 
wöhnlichen Darstellungen. [Vni u. 82 S. mit Figuren im 
Text.] gr. 8. geh. n. JL 2.40. 



Koehler, Dr. Carl, über eine in der ganzen Ebene gültige 
Dar.stellung der Integrale gewisser Differential- 
gleichungen. [32 S.] gr. 8. geh. JLl. — . 

Krazer, Dr. Adolf, Tlieorie der zweifach unendlichen The.ta- 
reihen auf Grund der Kie mann 'sehen ThetaformeL [VII u. 
(50 S.] gr. 4. geh. n. JL\^.Q^O. 

Milinowski, A., Oberlehrer am Gymnasium zuWeifsenburg i. Elsafs, 
elementar-synthetische Geometrie der Kegelschnitte. 
Mit Figuren im Text. |XIIu. 412S.| gr. 8. geh. n. •^8.80. 

Netto, Dr. Eugen, a. o. Professor an der Kaiser Wilhelms-Universität 
zu Strassburg i. E., Substitutioueutheorie und ihre Anwen- 
dung auf die Algebra. [VIITu. 290S.] gr. 8. geh. n. .>Ä;6.80. 

Fasch, Dr. Moritz, Professor au der Universität zu Giefsen, Vor- 
lesungen über neuere Geometrie. [IV u. 201 S.J gr. 8. geh. 

n. </^ 4 . — . 

Prym, Dr. Friedrich, o. ü. Profe;>sor der Mathematik an der 
Universität Würzburg, Unter s u chungenüber dieRiemann' - 
5>che Thetaformel und die Eiemannsche.. Charakteristiken- 
theorie. |VII1 u. 112 S.] gr. 4. geh. ' n, JL^. — . 

Keidt, Prof. Dr. r., Oberlehrer am Gymnasium und der höheren 
Bürgerschule in Hamm, die trigonometrische Analysis 
planimetrischer Konstruktions- Aufgaben. [VII u. 50 S.] gr. 8. 
kart. Jtl,20, 

Salmon, George, analytische Geometrie der höheren 
ebenen Kurven. Deutsch bearbeitet von Dr. Wilh. Fiedler, 
Professor am eidgenössischen Polytechnikum zu Zürich. Zweite 
verbesserte Auflage, gr. 8. [XVI u. 508 S.] geh. n. .^^ 11 .20. 

Schlömilcb., Dr. O., Geh. Schulrat, Übungsbuch zum Studium 
der höheren Analysis. Zweiter Teil: Aufgaben aus der 
Integralrechnung. Dritte Auflage. [VII u. 384 S.] gr. 8. geh. 

n. JC 7.60. 

"Wüllner, Dr. Adolph, Professor der Physik an der Kgl. techn. 
Hochschule zu Aachen, Lehrbuch der Experimental- 
physik. Erster Band. Allgemeine Physik und Akustik. Vierte 
vielfach umgearbeitete und verbesserte Auflage. [VIII u. 849 S.] 

gr. 8. geh. n. JL 10. — . 

Die folgenden Bände des gegenwärtig den ersten Rang einneh- 
menden ausführlichen Lehrbuchs der Physik werden vorerst noch 
nicht in neuer Auflage erscheinen. Für die Abnehmer sämtlicher 
4 Bände ist daher ein neues Gesamtregister gedruckt worden, welches 
sich über die 4. Auilage des I. Bandes und die 3. Auflage des II., Hl. 
und IV. Bandes erstreckt. Dasselbe wird den Käufern des vollständigen 
Werkes gratis geliefert. 
Zeuthen, H. Gr., Grundriss einer elementar-geometrischen 

Kegelschnitti^lehre. [VI u. 97 S.] gr. 8. geh. c^ 2. — . 
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